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1. NOTIONS DE BASE
1.1 Espace de probabilité

1.1.1 DEFINITION : Un espace de probabilité est un triplet (€2, A, P) ou

(1) Q est 'ensemble des résultats possibles d’une expérience;

(2) A est une classe de sous-ensembles de € (appelés événements) formant une
o—algebre, i.e.

i) Qe A,

(ii) Ac A= A°c A,

(iii) .OLCJ1 A; € A, pour toute suite {4, Ay, ...} CTA;
J:

(3) P: A — [0, 1] est une fonction qui assigne a chaque événement A € A un
nombre P(A) € [0, 1], appelé la probabilité de A, et telle que

(i) PQ)=1,
(ii) si{A;}52, est une suite d’événements disjoints, alors P( .OLcjl A;)=> P(4;).
J= j=1
1.2 Variable aléatoire réelle (v.a.)

1.2.1 DEFINITION (heuristique) : Une variable aléatoire réelle X est une variable
a valeurs réelles dont le comportement peut étre décrit par une loi de probabilité.
Habituellement, cette loi de probabilité est décrite par une fonction de distribution :

Fx(z)=P[X < z].

1.2.2 DEFINITION (formelle) : Une variable aléatoire réelle est une fonction X :
Q — R telle que X '((—o0, z]) = {w € Q: X(w) <z} € A Vo € R (fonction
mesurable). La loi de distribution de X est définie par Fx(z) = P[X~!((—o0, z])].

1.3 Processus stochastique

1.3.1 DEFINITION : Soit 7" un ensemble non vide. Un processus stochastique sur
T est une collection de v.a.'s X; : Q — R telle qu’a chaque élément ¢ € T est associée
une v.a. X;. Le processus s’écrit {X; : t € T}. Si T = R (nombres réels), on a un
processus en temps continu. Si T = Z (nombres entiers) ou 7' C Z, on a un processus
en temps discret.



L’ensemble T peut étre fini ou infini, mais habituellement, on suppose qu’il est
infini. Dans la suite, nous allons nous intéresser principalement a des processus ou T’
est un intervalle infini & droite de nombres entiers : i.e., T' = (ng, 00) ou ny € Z ou
ng = —oo. On peut aussi considérer des v.a.'s prenant leurs valeurs dans des espaces
plus généraux, i.e.

XtZQ%QO

ou {2y est un espace quelconque. A moins d’avis contraire, nous allons nous limiter
au cas ou {2 = R

Observer une série chronologique, c’est observer une réalisation d’un processus
{X; : t € T} ou une portion d’une telle réalisation : étant donné (2, A, P), on
tire d’abord w € (); ensuite, & w sont associées les variables X;(w), t € T. Chaque
réalisation est déterminée d’un seul coup par w.

Sy = {X,(ws) : t € T}

S = {Xt(wl) S T}

T=R
La loi de probabilité d’un processus stochastique {X; : t € T} ou T C R peut étre
décrite en spécifiant, pour chaque sous-ensemble {ty, to, ... , t,} €T (oun > 1), la
fonction de distribution conjointe de (X, ..., X;,) -
F(zq, ooy Ty ty, ooy ) = P[Xy, < @qy 0, Xy, < )
Ceci résulte du théoreme de Kolmogorov [voir Brockwell et Davis (1987, p. 11)].

1.4 Espaces L,

1.4.1 DEFINITION : Soit 7 un nombre réel. L, est ’ensemble des variables aléatoires
réelles X définies sur (2, A, P) telles que E[|X|"] < o0.

L’espace L, est toujours défini par rapport a un espace de probabilité (2, A,
P). Ly est 'ensemble des v.a.'s sur (€2, A, P) dont les seconds moments sont finis



(variables de carré intégrable). Un processus stochastique {X; : t € T'} est dans L,
ssi Xy € L, VteT, te.

ElX,]<oco,VteT.

Les propriétés des moments de v.a.'s sont résumées dans 'annexe < Propriétés
des moments de variables aléatoires >.

2. PROCESSUS STATIONNAIRES

En général, les variables d’un processus {X; : t € T'} ne sont ni identiquement
distribuées ni indépendantes. En particulier, si on suppose que F(X?) < oo, on a

(2.1) BE(Xy) =,
(22) COU(XtU Xt2) = E[(th - /’l‘tl)(Xt2 - Mtz)] = C(t17 t2) :

Les moyennes, variances et covariances des variables du processus dépendent de la
position dans la série. Le comportement des X; peut changer avec le temps. On
appelle la fonction C' : T x T — R, la fonction de covariance du processus {X; : t €
T}.

Dans cette section, nous allons considérer le cas ou 7T est un intervalle infini a
droite de nombres entiers.

2.1 HYPOTHESE (Processus sur un intervalle de nombres entiers).
T={teZ:t>ny},ouny€ZU{—00}.

2.2 DEFINITION (Processus stationnaire au sens strict) : Un processus stochas-
tique {X; : t € T} est stationnaire au sens strict (SSS) ssi la loi de probabilité
conjointe du vecteur (X, 1k, Xigiky o, Xp,+x) est identique a celle de (X, Xy,
.y X3,)', pour tout sous-ensemble fini {¢y, to, ..., t,} C T et tout entier k£ > 0. Pour
indiquer que {X; : t € T'} est SSS, on peut écrire {X; :t € T} ~ SSS ou X; ~ SSS.

2.3 PROPOSITION. Si le processus {X; : t € T'} est SSS, alors la loi de probabilité
conjointe du vecteur (X, yx, Xeyiky -, Xt,+x) est identique a celle de (Xy,, Xy, ...
, X1,)!, pour tout sous-ensemble fini {t1, ¢y, ... , £, } et tout entier k& > ny — min{ty,

o )



2.4 PROPOSITION (Stationnarité stricte d’un processus sur les entiers). Un pro-
cessus {X; : t € Z} est SSS ssi la loi de probabilité conjointe de (Xy, 1, Xtyiky -
Xy, +x) est identique a celle de (Xy,, Xy,, ..., X3, ), pour tout sous-ensemble {¢;, to,
., ty} CZ et tout entier k.

Supposons que F(X?) < oo, pour tout ¢ € T. Si le processus {X; : t € T} est
SSS, on voit aisément que

(2.3) E(Xs)=E(Xy),Vs, teT,

(24) E(XX;) = E(Xs3xXtik) , Vs, t €T, VE >0.

De plus, comme

(2.5) Cov(Xs, Xy) = E(X;Xy) — E(X)E(Xy)

on a aussi

(2.6) Cov(Xs, Xt) = Cov(Xgigy Xogk) , Vs, t €T ,VE>0.

Les conditions (2.3) et (2.4) sont équivalentes aux conditions (2.3) et (2.6). La
moyenne de X; est constante et la covariance entre deux variables quelconques du
processus ne dépend que de la distance entre ces variables, et non de leur position
dans le processus.

2.5 DEFINITION (Processus stationnaire du second ordre). Un processus stochas-
tique {X; : t € T'} est stationnaire du second ordre (SL2) ssi

(1) E(X?) <oo,VteT,
(2) E(X,)=FE(X;),Vs,teT,
(3) Cov(Xs, X3) = Cov(Xgqp, Xigk) , Vs, t €T Yk >0.

Si {X;:t e T} est SL2, on peut écrire {X,:t € T} ~ SL2 ou X; ~ SL2.

REMARQUE : A la place de stationnaire du second ordre, on dit aussi stationnaire
au sens large (SSL).

2.6 PROPOSITION (Relation entre stationnarité stricte et stationnarité du second
ordre). Si le processus {X; : ¢ € T} est stationnaire au sens strict et E(X?) < oo
pour tout t € T, alors le processus {X; : t € T'} est stationnaire du second ordre.
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2.7 PROPOSITION (Existence d’une fonction d’autocovariance). Si le processus
{X; :t € T} est stationnaire du second ordre, alors il existe une fonction v : Z — R
telle que

Cov(Xs, Xy) =7v(t—s),Vs, teT.

On appelle la fonction v la fonction d’autocovariance du processus {X; : t € T'} et
v(k), pour k donné, l’autocovariance de délai k du processus {X; :t € T'}.

Démonstration : Soit r € T un élément quelconque de 7. Comme le processus
{X;:t €T} est SL2, on a, pour tout s, t € T tels que s < t,

(2.7a) Cov(X,, Xppi—s) = Cov(Xpis—r, Xpptsis—r) = Cov(Xs, Xy) ,8is > 1,
(2.7b) Cov (Xs, X;) = Cov(Xsir s, Xigrs) = Cov(X,, Xoqp s) , 815 <.

De plus, dans le cas ou s > t, on a

(2.8) Cov(Xs, Xi) = Cov(Xy, Xs) = Cov(X,, Xyis—t) -

Donc,

(2.9) Cov(Xy, Xy) = Cov( Xy, Xpjp—s) = y(t —5) . Q.E.D.

2.8 PROPOSITION (Propriétés de la fonction d’autocovariance). Soit {X; : ¢t € T'}
un processus stationnaire du second ordre. La fonction d’autocovariance y(k) du
processus {X; : t € T'} possede les propriétés suivantes :

1) v(0) =Var(Xy) >0,VteT ;

2) v(k) =~v(=k),Vk € Z (i.e. y(k) est une fonction paire de k);

3

(1)
(2)
(3) V()| <~(0) , Vk € Z;
(4)

4) la fonction (k) est positive semi-définie, i.e.

N N
2.2 aiay(ti —1;) 20

i=1j=1

pour tout entier positif N et pour tous les vecteurs a = (ay, ... , ay) € RY et
T=(ty, ., ty) €TV ;



(5) toute matrice N x N de la forme

Yo g Y2 T YIN-1
. T Yo T Tt YN-2
Iy = [7(] - Z)]z j=1,.., N = | . . . .
YN-1 IN-2 TIN-3 Yo

est positive semi-définie, ou v, = v(k).

2.9 PROPOSITION (Existence d’une fonction d’autocorrélation). Si le processus
{X; :t € T} est stationnaire du second ordre, alors il existe une fonction p : Z — [—1,
1] telle que p(t — s) = Corr(Xs, Xy) = y(t — s)/7(0), Vs, t € T, ou 0/0 = 1. On
appelle la fonction p la fonction d’autocorrélation du processus { X, : t € T'} et p(k),
pour k donné, I’autocorrélation de délai k du processus {X, : t € T'}.

2.10 PROPOSITION (Propriétés de la fonction d’autocorrélation). Soit {X; : ¢t € T'}
un processus stationnaire du second ordre. La fonction d’autocorrélation p(k) du
processus {X; : t € T'} possede les propriétés suivantes :

1

)
2) p(k) = p(=k) ,Vk € Z;
3)
)

(
(
(3) lp(F)] <1, VkeZ;
(

4) la fonction p(k) est positive semi-définie, i.e.

ZZ alajp( ) 0

i=1j=
pour tout entier positif N et pour tous les vecteurs a = (aq, ... , ay)’ € RY et
T=(ty, ., ty) €TV ;

(5) toute matrice N x N de la forme

1 1 P2 "t PN-1

P1 1 P1 Tt PN-2
R .

PN-1 PN—2 Pn-3 - 1

est positive semi-définie, ot o = Var(X,) et p, = p(k) .
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2.11 THEOREME (Caractérisation des fonctions d’autocovariance) : Une fonction
paire v : Z — R est positive semi-définie ssi v est la fonction d’autocovariance d’un
processus stationnaire du second ordre {X; : t € Z}.

PREUVE : Voir Brockwell et Davis (1987, p. 27).

2.12 COROLLAIRE (Caractérisation des fonctions d’autocorrélation). Une fonction
paire p : Z — [—1, 1] est positive semi-définie ssi p est la fonction d’autocorrélation
d’un processus stationnaire du second ordre {X; : t € Z}.

2.13 DEFINITION (Processus déterministe). Soit {X; : ¢ € T'} un processus stochas-
tique, T1 C T et I; = {X; : s < t}. On dit que le processus {X; : t € T} est
déterministe dans T ssi il existe une collection de fonctions {g;(I;_1) : t € 11} telles
que X; = g;(I;_1) avec probabilité 1, Vt € T7.

Un processus déterministe est un processus qui peut étre prévu parfaitement a
partir de son propre passé (aux points ou le processus est déterministe).

2.14 PROPOSITION (Critere pour un processus déterministe). Soit {X; : ¢ € 7'} un
processus stationnaire du second ordre, ouT = {t € Z : t > ny} et ng € ZU{—00}, et
soit (k) sa fonction d’autocovariance. S'il existe un entier N > 1 tel que la matrice
[y est singuliere [ou 'y est définie en 2.8(5)], alors le processus {X; : t € T'} est
déterministe pour t > ng+ N — 1. En particulier, si Var(X;) = v(0) = 0, le processus
est déterministe pour t € 1.

Pour un processus stationnaire du second ordre non déterministe en tout ¢t € 7',
toutes les matrices 'y, N > 1, sont inversibles.

2.15 DEFINITION (Processus stationnaire d’ordre m). Soit m un entier non négatif.
Un processus stochastique {X; : ¢t € T'} est stationnaire d’ordre m ssi

(1) E(|X|™) <0 ,VteT,
et

(2) E [X;flxggz e X" =FE [X;f;kxggjk X



pour tout k > 0, tout sous-ensemble {¢,, ... , t,} € TV et tous les entiers non
négatifs my, ... , m, tels que m; +my + ... +m,, < m.

Sim = 1, la moyenne est constante, mais pas nécessairement les autres moments.
Sim = 2, le processus est stationnaire du second ordre.

2.16 DEFINITION (Processus asymptotiquement stationnaire d’ordre m). Soit m un

entier non négatif. Un processus stochastique {X; : ¢t € T'} est asymptotiquement
stationnaire d’ordre m ssi

(1) il existe un entier N tel que

E(]X:|™) < oo, pourt >N,

et

(2) lim {E(Xp" X705 A, X00A,) = B (XX s ia Xt an )} =0

t1—0o0

pour tout k£ > 0, t; € T, tous les entiers positifs Ay, Az, ... , A, tels que
Ay < Az < ... <A, et tous les entiers non négatifs mq, ... , m, tels que
mi+moe+ ... +Mmy Sm

3. QUELQUES MODELES IMPORTANTS

Dans cette section, nous allons continuer a supposer que 71" est un intervalle infini
a droite de nombres entiers (Hypothese 2.1) :

T={t€Z:t>ny},ounye€ZU{—o0}.

3.1 Modeles de bruit

(1) Suite de v.a.'s indépendantes : processus {X; : t € T'} tel que les variables X;
sont mutuellement indépendantes. On écrit

{X,:teT} ~INDou{X,} ~ IND :;

{Xt 1t e T} ~ IND(/J/t) ,Si E(Xt) = MUt ;

{X;:teT} ~ IND(u, of) , st E(Xy) = et Var(X;) = o? .



(2)

Echantillon aléatoire : suite de v.a.s indépendantes et identiquement dis-
tribuées (i.7.d.). On écrit

{(X,:teT} ~IID .

Un échantillon aléatoire est un processus SSS. Si E(X?) < oo, pour tout t € T,
le processus est SL2. Dans ce cas, on écrit

(X, :teT}~ IID(u, o), si B(X,) = p et V(X,) = o

(3)

Bruit blanc : suite de v.a.'s dans Ly de moyenne nulle, de méme variance et
non corrélées entre elles, 7.e.

BE(X?) <oo,WteT,

BE(X,)=0,VteT,

B(X?) =0 ,VteT,

Cov(Xs, Xy) =0,sis#t.

On écrit :

{X;:teT} ~ BB(0, 0% ou{X;} ~ BB(0, 0% .

Bruit blanc hétéroscédastique : suite de v.a.'s dans Ly de moyenne nulle et non
corrélées entre elles :

B(X?) <oo,WteT,

BE(X,)=0,VteT,

Cov(Xy, Xs)=0,sis#t,

E(X) =02 ,VteT .

On éerit : {X;:t€Z} ~ BB(0, 6?) ou {X;} ~ BB(0, o?) .
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Chacun des quatre modeles précédents sera appelé un bruit.
3.2 Processus harmoniques

Beaucoup de séries chronologiques semblent comporter des périodicités exactes ou
approximatives. Cela suggere 1'utilisation de fonctions périodiques.

3.2.1 Une fonction f(t), t € R est périodique de période P si
fe+P)=f(@t),Vt.
% est la fréquence associée a la fonction (nombre de cycles par unité de temps).

3.2.2 EXEMPLES.

1) sin(t) = sin(t + 27) = sin(t + 27k) ,Vk € Z .

2

Q

(
os(t) = cos(t + 2mw) = cos(t + 27k) ,Vk € Z .
(

3) sin(vt) =sin[v (t+2)] =sin[v (t + 2£)] ,Vk € Z .

wn

(
(
(
(4

)
)
)
) cos(vt) =cos [v (t+ 2)] =cos [v (t+ ZE)] ,Vk € Z .
Pour sin(vt) et cos(vt), la période est P =27 /v .

(5) f(t) =C cos(vt+6) = Clcos(vt) cos(f) — sin(vt) sin(h)]

= A cos(vt) + B sin(vt)
ouC>0,A=C cos(f) et B=—C sin 6 . De plus,
C=+VA2+ B? tan(f) = —B/A (si C #£0) .
On appelle : C = amplitude;
v = fréquence angulaire (radians/unité de temps);
P =27 /v = période;
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U= % = 5= = fréquence (nombre de cycles par unité de temps);

¢ = angle de phase (habituellement 0 < 6 < 27 ou—7/2 < 6 < 7/2).
(6) f(t) =C sin(vt+60)=C cos(vt +6 —m/2)

= C'[sin(vt) cos(#) + cos(vt) sin(6)]
= A cos(vt) + B sin(vt)
ot0<v<2r,A=C sin(@) =C cos(§—%),B=C cos(f) =—C sin (0 — %) .

2

3.2.3 Considérons le modele
(3.2.1) Xy =C cos(vt+190)
= A cos(vt) + B sin(vt) ,t € Z .
Si A et B sont des constantes,
E(X;) = A cos(vt)+ B sin(vt) ,t € Z,

et donc le processus X; est non stationnaire (la moyenne n’est pas constante). Sup-
posons maintenant que A et B sont des v.a.'s telles que

E(A) = E(B) =0, B(A?) = E(B?) = o® , E(AB) =0 .

A et B ne dépendent pas de t mais sont fixes pour chaque réalisation du processus
[A = A(w), B = B(w)]. Dans ce cas,

E(Xy) =0,
E(XX;) = E(A?) cos(vs) cos(vt) + E(B?) sin(vs) sin(vt)
= o?[cos(vs) cos(vt) + sin(vs) sin(vt)] = o? cos[v(t — 5)] .
Le processus X, est stationnaire d’ordre 2 avec les fonctions d’autocovariance et

d’autocorrélation suivantes :
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(3.2.2) vx(k) = 0®cos(vk) , px (k) = cos(vk) .

Si on additionne m processus cycliques de la forme (3.2.1), on obtient un processus
harmonique d’ordre m.

3.2.4 DEFINITION (Processus harmonique d’ordre m). On dit que le processus
{X;:t € T} est un processus harmonique d’ordre m s’il peut s’écrire sous la forme

(3.2.3) Xy =) [Ajcos(vt) + B;sin(yt)] , vVt € T,
7j=1
ou vy, ... , Uy, sont des constantes distinctes dans l'intervalle [0, 27).

Si on suppose que A;, B; , j =1, ..., m, sont des v.a.'s dans L, telles que

E(AJA]C) = E(B]Bk) =0 y pOU.I'j 7£ k y
E(A;By) =0, V], k,

le processus X; peut étre considéré comme stationnaire du second ordre :

E(X)=0,
E(X,X;) :i_n: o5 cosly;(t —s)] ,

do
(3.2.4) vx(k) g:l o5 cos(vjk)
(3.2.5) px(k) :é o cos(v;k)/ Ji o2

3.2.5 Si on ajoute un bruit blanc u; a X; dans (3.2.3), on obtient a nouveau un
processus stationnaire du second ordre :

(3.2.6) Xy =>_ [Ajcos(vjt) + B;sin(v;t)] +u, , t €T,
j=

ou le processus {u; : t € T} ~ BB(0, 0?) est non corrélé avec A;, B; , j = 1,
Dans ce cas, E(X;) =0 et

m

(3.2.7) vx(k) Z 2 cos(vjk) + (k)
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ou (k) =1 pour k = 0, et §(k) = 0 autrement. Si une série peut étre décrite par
une équation de la forme (3.2.6), on peut considérer qu’elle constitue une réalisation
d’un processus stationnaire du second ordre.

3.3 Processus linéaires

Beaucoup de processus stochastiques avec dépendance sont obtenus par des trans-
formations linéaires de bruits blancs (ou plus généralement de bruits).

3.3.1 Le processus {X; : t € T'} est un processus autorégressif d’ordre p s’il satisfait
une équation de la forme

X, =+ iijtj+ut,Vt€T,
i=
ou {u; : t € Z} ~ BB(0, 0?). Dans ce cas, on note

{X;:teT} ~ AR(p) .
Habituellement, 7" = Z ou T = Z. (entiers positifs). Si ijl ¢; # 1, on peut définir

iz

p=pn/(l- Xp: ©;) et écrire

. P " -

X, :jz:jl 0iXe;+u VteT,

Ol\lXtEXt—/J;.

3.3.2 Le processus {X; : t € T'} est un processus de moyenne mobile d ordre ¢ s’il
peut s’écrire sous la forme

Xi=p+ quot/)jut_j ,veel
=
ot {u; :t € Z} ~ BB(0, 0%). Dans ce cas, on note

{Xy:teT}~ MA(q) .
I est traditionnel dans ce cas de poser 1y =1 et ¢, = —0;, 7 =1, ..., ¢q:

q
Xt:ﬂ+ut— Zﬁjut_j,tGT,
j=1
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ou, encore,

~ q

Xt = Ut— Z gjut,j
j=1
ou Xt = Xy — [

3.3.3 Le processus {X; : t € T} est un processus autorégressif-moyenne-mobile
(ARMA) d’ordre (p, ¢) s’il peut s’écrire sous la forme

p q
Xe=p+ Z QOth,j + Up— Z Gjut,j ,VieT
= =

ou {u; :t € Z} ~ BB(0, 0%). Dans ce cas, on note

{X;:teT} ~ARMA(p, q) .
P

Si > ¢; # 1, on peut aussi écrire
i=1

. P . q
Xe=> i Xij+w— Y Oju;
7=1 7j=1

. P
ou Xy =Xy —pet p=n/(1- > ¢;) .
=1

3.3.4 Le processus {X; : t € T'} est un processus de moyenne mobile d’ordre infini
s’il peut s’écrire sous la forme

+00
Xy =pn+ Z '(/)jut_j,thZ,
j=—o00

ou {u, : t € Z} ~ BB(0, ¢%) . On dit aussi que X; est un processus linéaire. Dans
ce cas, on note

{Xy:teT} ~ MA(x0) .
En particulier, si ¢; = 0 pour j <0, i.e.
Xt:ﬂ+z1/}]ut—JJVt€Z7
=0

J

on dit que X; est une fonction causale de w; (processus linéaire causal). [Box et
Jenkins (1976) parlent de processus linéaire général.|
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3.3.5 Le processus {X; : t € T} est un processus autorégressif d’ordre infini s’il peut
s’écrire sous la forme

o0
Xt:/]'f'z:(p]Xt,]'f'ut,tET,

J=1

ou {u;:t € Z} ~ BB(0, 0%) . Dans ce cas, on note
{X;:teT} ~ AR(c0) .

3.3.6 Généralisation : On peut géréraliser les notions définies plus haut en supposant
que {u; : t € Z} est un bruit. A moins d’avis contraire, on supposera que {u;} est un
bruit blanc.

3.3.7 QUESTIONS :

(1) Sous quelles conditions les processus définis plus haut sont-ils stationnaires (au
sens strict ou dans L, )?

(2) Sous quelles conditions les processus M A(co) ou AR(co) sont-ils bien définis
(séries convergentes)?

(3) Quels sont les liens entre les différentes classes de processus définies plus haut?

(4) Lorsqu’un processus est stationnaire, quelles sont sa fonction d’autocovariance
et sa fonction d’autocorrélation?

3.4 Processus intégrés

3.4.1 Le processus {X; : t € T'} est une promenade aléatoire s’il satisfait une équation
de la forme

Xt—Xt,]_:'Ut,vteT,

ou {v;: t € Z} ~ IID. Pour qu’un tel processus soit bien défini, il faut supposer que
ny # —oo (le processus ne peut commencer a —o0). Si ng = —1, on peut écrire
t
Xt = XO + Z Uj
j=1

d’ott le nom <« processus intégré >. Si E(v;) = i ou Med(v;) = fi, on écrit souvent

X —Xir=pt+uy
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ot u = v —fp ~ IID et E(u;)) = 0 ou Med(u;) = 0 (selon que E(u;) = 0 ou
Med(uy) = 0). Si i # 0, la promenade aléatoire a une tendance (< drift >).

3.4.2 Le processus {X; : t € T'} est une promenade aléatoire engendrée par un bruit
blanc [ou un bruit blanc hétéroscédastique, ou une suite de v.a.”s indépendantes| si
X, satisfait une équation de la forme

Xe— X =ity

ot {u;:t €T} ~ BB(0,0%) [ou{u,:t €T} ~ BB(0, 0?),ou{u :t€T} ~IND
0)] -

3.4.3 Le processus {X; : t € T'} est un processus intégré d’ordre d s’il peut s’écrire
sous la forme

(I—B)dXt:Zt,VtET,
ou {Z; : t € T} est un processus stationnaire (habituellement stationnaire d’ordre
2) et d est un entier non négatif (d = 0, 1, 2, ...). En particulier, si {Z; : t € T} est
un processus ARMA (p, ¢) stationnaire, {X; : ¢ € T'} est un processus ARIMA(p, d,
q): {X;:teT} ~ ARIMA(p, d, ¢). On note

B X=X,

(1-B)X, =X, - X; 1,

(1-B)*X;=(1-B)(1 - B)X; = (1 - B)(X¢ — X¢1)
=X —-2X; 1+ X9,

1-B)¥X,=(1-B)(1-B)"'X;,d=1,2, ..

ou (1—B)"=1.
3.5 Modeles de tendance déterministe

Le processus {X; : t € T'} suit une tendance déterministe s’il peut s’écrire sous la
forme

Xt:f(t)—i-Zt,VtET,

ou f(t) est une fonction déterministe du temps et {Z; : ¢ € T} est un bruit ou un
processus stationnaire.

16



Cas importants de tendances déterministes :
Xy = Po+ it +uy,
k .
Xt :Z ﬂ]t‘] + Ut
j=0
ou {u,:t €T} ~ BB(0, 0?) .
4. TRANSFORMATIONS DE PROCESSUS STATIONNAIRES

4.1 THEOREME : Soient {X; : t € Z} un processus stochastique sur les entiers,
o
r > 1et {a; : j € Z} une suite de nombres réels. Si > |a;|E(|X,;|")/" < oo,

j==o00
o0
alors, pour tout ¢, la série aléatoire ). a;X;_; converge absolument p.s. et en
j=—o00
moyenne d’ordre 7 vers une v.a. Y; telle que E(]Y;|") < oo .

PREUVE : Voir NTA (< Notions de théorie asymptotique >), Proposition 4.9.

4.2 THEOREME : Soit {X; : t € Z} un processus stationnaire du second ordre et

o0
{a; : j € Z} une suite de nombres réels absolument convergente, i.e. > |a;| < o0.
j=—o0
o0
Alors la série aléatoire ) a;X;_; converge absolument p.s. et en moyenne d’ordre
j=—oo

2 vers une v.a. Y; € Lo, Vt, et le processus {Y; : t € Z} est stationnaire du second
ordre.

PREUVE : Voir Gouriéroux et Monfort (1990, Propriété 5.6).

4.3 Si{X, :t € Z} est stationnaire du second ordre avec pour fonction d’autocovariance
vx (k), la fonction d’autocovariance du processus transformé

o0

)/t = Z ant—j )

j=o0

o0
ou . la;| < oo, est donnée pour
j=—00

W) =3 S wapx(k—it)).

1=—00 j=—00
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4.4 THEOREME : La série Y. a;X;_; converge absolument p.s. pour tout proces-
j=—00

sus {X; : t € Z} stationnaire d’ordre 2 ssi Y. |aj| < oo .

j=—00
5. ETUDES DES PRINCIPALES CLASSES DE PROCESSUS

5.1 Processus de moyenne mobile d’ordre infini

Considérons la série aléatoire

ot {u;:t € Z} ~ BB(0, 0?) .

5.1.1 Conditions de convergence

On peut écrire

S =3 Vi = X Y+ i (1)

0 = =
ot Yj(t) = thjue; et
E(Y; (0] = [ Bllue5[] < [5|[E(ui)]> = [ihlo < oo,
E[Y;()Yr(t)] = E[Y;(1)?] = ¢jo?, si j =k ,
—0,sij#£k.

o0
Y. wju_j est une série de variables orthogonales.
j==o0

_1
Supposons que Y, %7 < oo. Alors
2

j=—00
—1 —1
Yat)= 32 djuy = YO =3 djuy,

Jj=—m J=—00

n 2 o
Yt =X juey = Y1) =30 djur

[voir NTA, 4.14], et donc
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Youn(t) = YA(8) + Y2(1) méoo X, =Yt +Yit)= Y du, ,VEL.
n—00 J=—00

Il est clair aussi que

—1 n - o0
X)) SV O +Y20) = ¥ byt X dyuey = Xi= 3 djury Vi€ L.
j=—n j=0 n—00 j=—00
(5.1.2)

Donc,

—+00 0 -
>0 Yi<oo= > ¢ju,; converge en m.g. vers une v.a. X;
j=—00 j=—00

[voir NTA, 4.14 et 3.3]. En outre

o0 0.9} ~
Yo || <oco= > vju_; converge p.s. vers une v.a. X,

j=—o0 j=—o0
[voir NTA, 4.8],

o0

S Jl<oo= Y 42 <o

S ~
= Y. thju_; converge en m.q. vers une v.a. X .
=00

Si les variables {u, : t € Z} sont mutuellement indépendantes,

+o00 9 +00 ~
2 Yj <oo= > tjus; converge p.s. vers une v.a. X,
j=—00 j=—00

[voir NTA, 4.16]. On appelle X, la limite (en m.q. ou p.s.) de la série > tju, j et
j=—00
on écrit

Xt :Z '(/)jut_j .

j=—00

En définissant X; = p + X,, on obtient le processus linéaire

X = p+ Z wjutfj

j=-00

ol on suppose que la série converge.
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5.1.2 Moyenne, variance et covariances

Par (5.1.2), on peut déduire que :

LX) 5 B(X),
B, (107) — B(X7)

n—00

EXy(t)Xn(t+ k)] — B(X Xi) ;

n—00

voir NTA (3.6 et 3.7). Par conséquent,

E(Xt) =0,
Var(X;) = B(X?) =lim 3. Pio? = o io: Y7

CO'U(Xt, Xt+k) = E(Xt Xt—f—k)

=lim >, >0 ¢ E(uriviinj)

t=—nj=—n

=lim F

n—o0

n—k 00
=lm Y Yihipo? =02 > Yithisk ,sik>1,
n—00 ;

it=—n 1=—00

n o0
=lim 35 Pyihiamo’ =0® 30 Yt s sik < -1,
J=n

j=-00

cart—t1=t+k—j=j=1+keti=7—k. Pour tout k € Z, on peut écrire

Cov(Xy, Xoyy) = 0 Z iVitikl

j=—00

Corr(Xy, Xiix) Z'ioj Vivitik/ i (A
J]=—0

j=-00

(o)
La série Z Y14, converge absolument, car
j=—o0

1 L
2

3 Uit < 5 |60 < [i wf-] [i w§+k] <o

~ +00
SiXe=p+Xy=pt X Yjuy, alors

j=—o0
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E(Xt) = U, CO'U(Xt, Xt+k) = CO'U(Xt, Xt+k) .

Dans le cas d’un processus M A(oo) causal, on a

o
Xi=p+ > jue;
=0

Oil {Ut:t c Z} ~ BB(OJ 02) )

Cov(Xy, Xiy) = 0? Z Viitik 5

7=0
Corr(Xy, Xeyr) :Zo Vithjin/ Zo R
J= J=

5.1.3 Stationnarité

Le processus

Xt:M+Z ¢jutfj7tEZ7

j=—o0

o0
ol {u; : t € Z} ~ BB(0, 0%) et Y 17 < oo , est stationnaire du second ordre,
j=—o

car B(X;) et Cov(X;, X;4y) ne dépendent pas de ¢. Si on suppose que {u; : ¢t € Z}

~1IID , avec Elu| < oo et Y, 1#]2- < 00, le processus est stationnaire au sens strict.
j=—o0

5.1.4 Notation opérationnelle

On peut noter le processus M A(co)

X, = p+(B)uy = p+ (f ij1’> Uy

j==-00

ou ’Lp(B) = Z ’LpJB] et Bjut = Ut—j -
j=-—00

5.2 Moyennes mobiles d’ordre fini

5.2.1 Le processus MA(q) s’écrit

q
Xt = p+ u— Z 9jut,j
7j=1
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=pn+0(B)u, ,

ou#(B) =1—-6,B — ... —0,B7 . Ce processus est un cas spécial du processus

M A(oc0) avec
¢0:1;¢j:—9japour1§j§qa
tj=0,pour y<0Oouj>gq.

5.2.2 Ce processus est clairement stationnaire d’ordre 2, avec

(k) = Cou(X, Xes) = 0% Sty -

j=—00

En définissant 6y = —1, on voit alors que

q—k
v(k) = o? Zo 0;0;+k
J:

J

q—k
=1

= 0?0 + 010541 + ... +0,40,] , pour 1 <k <gq,
v(k) =0, pourk >q+1,

v(=k) = v(k) , pour k <0 .

La fonction d’autocorrélation de X; est donc
o(k) = (—9k+ qz’j 9j9j+k> / (1+ il 9;) <k<g
j= =
=0 , k>q+1
Les autocorrélations sont nulles pour k£ > ¢ + 1.

5.2.3 Pour ¢ =1,
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pk) = =01/(1+07) , k=1,
=0 k> 2,

d’ou |p(1)] < 0.5. Pour ¢ =2,
p(k) = (=01 +6:0:)/(1+67+63) , k=1,
= —0y/(1 + 67 + 63) k=2,
=0 k>3,
d’ou |p(2)| < 0.5 . Pour un processus MA(q) ,
p(q) = =0,/ (1 + 67 + ... +67),
dou [p(q)] < 0.5
5.2.4 Il existe des contraintes générales sur les autocorrélations d’un processus M A(q) :
|p(k)| < cos(/{la/k] +2})

ou [z] = le plus grand entier plus petit ou égal a z. A partir de cette formule, on
trouve :

pour ¢ =1, |p(1)] < cos(n/3) = 0.5,

pour ¢ = 2, |p(1)| < cos(m/4) = 0.7071 ,
1p(2)] < cos(m/3) =0.5,

pour ¢ = 3, |p(1)| < cos(w/5) = 0.809 ,
|p(2)] < cos(n/3) = 0.5,
|p(3)] < cos(m/3) =0.5.

Voir Chanda (1962), Anderson (1975) et Kendall et Stuart (1983, vol. 3, p. 519).
5.3 Processus autorégressifs

5.3.1 Considérons un processus {X; : t € Z} qui satisfait I’équation :

p
(531) Xt = /]‘i‘ Z QOth_j + Uy, VteZ s
j=1
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ot {u; :t € Z} ~ BB(0, ¢%) . En notation symbolique,
p(B) Xy =p+u , t€L,
oup(B)=1—pyB — ... —p,B".
5.3.2 Stationnarité
Considérons le processus AR(1)
Xe=p1 Xo g +uw, 00 #0.
Si X; est SL2
E(Xy) = ¢ E(Xi) = 1 B(Xy)
d’ou E(X;) =0 . Par substitutions successives,
X = oilp1 Ximo + uwa] +uy

=u + Qrup 1+ P3X; 9

N-1
Y pluemy + eV Xiow
=0

Si on suppose que X; est SL2 avec E(X?) # 0, on voit que

J]=

2
N—-1 |
E (Xt_ > w‘iUt—j) =PIV E(XLy) = 91" B(XY) 2 0e o] <1.

oo .
La série Y ¢lu—; converge en m.q. vers X, :

Jj=0

S .
Xt :Z SO{ut*j = (]‘ - ngB)_lut - 1,;13 Uy
7=0

ou

8

(1—@B) =) ¢|B’ .
=0

Comme
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%) . %) )
Y. Elplu_j| <o X g = ﬁ < 0
j=0 3=0

o0 .
lorsque |p;| < 1, la convergence est aussi p.s. Le processus X; =" ¢ju,—; est SL2.
j=0
Lorsque |¢1] < 1, I’équation de récurrence
(1 — ¢ B)X; =
possede une et une seule solution stationnaire qui peut s’écrire
o .
X =>plupj=1—¢p1B) tuy .
i=0
Il s’agit donc d’un processus M A(oo) causal.
Cette condition est suffisante (mais non nécessaire) pour l'existence d’une solution

stationnaire unique. On exprime souvent la condition de stationnarité en disant que
le polynome ¢(z) = 1 — @12 a toutes ses racines a l'extérieur du cercle unité |z| =1 :
l—p12, =0& 2, = i,

ou |z.| = 1/|p1] > 1. Dans ce cas, on a aussi E(X;_yu;) = 0, Vk > 1. La méme
conclusion tient si on considere le processus général

Xe=p+ 1 X1 +u .

Pour le processus AR(p),

p
j=1
ou
e(B) Xy =i+ uy

la condition de stationnarité est la suivante :

si le polynome ¢(2) =1 — @12 — ... —p,2P a toutes ses racines a 'extérieur du
cercle unité, I’équation (5.3.2) possede une et une seule solution SL2.

Le polynome (d’ordre p) ¢(z) peut s’écrire
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0(z) = (1= G12)(1 — Gyz) ... (1—Gy2)

et a pour racines
7 =1/Gy, ..., 2z, =1/G, .

La condition de stationnarité peut alors s’écrire :
IGil<1,j=1,...,p.

La solution stationnaire peut s’écrire

7j=1
P 4 S
p(B) =11 (1-G;B)™ =1I (Z GfB’“>
J=1 J=1 \k=0
P
K,
:Z 17G]jB
7=1
et K1, ... , K, sont des constantes (expansion en fractions partielles). Par conséquent,

=p+ D Yrup g = p+ (B
p
ou by, => K;G% . Donc
7j=1
E(Xt_jut) =0 s VJ Z 1.
Pour les processus AR(1) et AR(2), les conditions de stationnarité peuvent s’écrire :
a) AR(1): 1 —pB) Xy =i+
1] <1

b) AR(2): (1= 1B — paB) X, =i+
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pa+ 1 <1

2 —p1 <1

1< py <1

5.3.3 Moyennes, variances et covariances

Supposons que

p
a) le processus autorégressif X, est stationnaire du second ordre avec ) ¢, # 1
j=1
et

b) E(Xt,jut) =0 s VJ 2 1 y

i.e. on suppose que X, est une solution SL2 de I’équation (5.3.2) telle que E(X;_ju;) =
0,Vj > 1.

Par I’hypothese de stationnarité,
3 p 3 p
EXy)=p Vt=p=p+3 pjp=EX)=p=p/|1-> ¢;| -
j=1 j=1
p
Pour avoir la stationnarité, il est nécessaire que ) ¢; # 1. Réécrivons maintenant

J=1
le processus sous la forme

~ p ~
Xe=) 0iXij+u
Jj=1

o X, =X, — E(Xt) =0 . Alors, pour k£ > 0,

. P .
Xk = 0 Xk j + Uy
Jj=1

. p . . .
E(Xiw Xb) = ¢ E(Xiqk—j Xo) + Eugrr Xo)
7=1

p ~
v(k) :Zl wiv(k —J) + E(ur Xi)
]:
ou
Elupyy X)) =0% ,sik=0,
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—0 ,sik>1.
Donc
p .
(5.3.3) p(k) :Zl pipk —j)  k=>1.
J:
On appelle ces formules les < équations de Yule-Walker >. Si on connait p(0), ...

, p(p — 1), on peut calculer aisément p(k) pour £ > p + 1. On peut aussi écrire les
équations de Yule-Walker sous la forme :

p(B)p(k) =0, k=1,

ot Bip(k) = p(k — j) . Pour obtenir p(1), ... , p(p — 1) lorsque (p > 1), il suffit de
résoudre le systeme d’équations :

p(1) = @1+ @ap(1) + ... +ppp(p—1)
p(2) = o1p(1) + o + ... +ppp(p —2)

'p(p —1) = p1p(p —2) + w2p(p — 3) + ... +pp(1)

ou on se sert de l'identité p(—j) = p(j). Les autres autocorrélations sont ensuite
obtenues par la formule de récurrence

p(k) :i wip(k —3j) , k>p.

Pour calculer v(0) = Var(X}), on résout I'équation

0;v(—j) + E(uy Xy)

M=

7(0) =

<.
Il
—

M
S

=2 iv(J) + 02,

J
d’ot, comme 7(j) = p(j)7(0) ,
p

7(0) [1— 21 W(j)] =o”

J]=

et
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Cas spéciaux

(1) AR(1) : X, =1 Xy 1 +
P(l) =¥
p(k) = pip(k — 1), k> 1
p(2) = e1p(1) = ¢}
p(k) =@, k> 1
Y(0) = Var(X,) = 12,

Il n’y a pas de contrainte sur p(1), mais il y en a sur p(k) pour k > 2.

(2) AR(2) : X; = <P1Xt—1 + <P2Xt—2 + uy
p(1) = @1+ pap(1)

= (1) = 725
2 2 2 (1=
p(2) = 5 + gy = B

Contraintes sur p(1) et p(2) impliquées par la stationnarité :

[P <1, p(2)] <1

p(1)? < 2[1+ p(2)] [voir Box et Jenkins (1976, p. 61)].

Forme explicite des autocorrélations

Les autocorrélations d’un processus AR(p) satisfont I’équation

(5.3.3) p(k) ZEPZ piplk —j) k=1,

Les autocorrélations peuvent étre obtenues en résolvant 1’équation de récurrence ho-
mogene (5.3.3).
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*

Le polynéme ¢(z) possede m racines distinctes et non nulles 27, ... , z& (ou

1 < m < p) de multiplicités p;, ... , p, (ou Z p; = p), de sorte que ¢(z) peut
j_
s’écrire

o(z) = (1= G12)P (1 — Gaz)P2 ... (1 — Gp2)Pm

ou G; = l/z;f, j =1, ... , m. Les racines sont des nombres réels ou complexes. Si

z; est une racine complexe (non réelle), son conjugué Z; est aussi une racine. Par

conséquent, les solutions de I’équation (5.3.3) ont la forme générale

m pj—1
(5.3.4) plk) =3 (z Ak) Gh k1,
j=1 =1

ou les Aj, sont des constantes (possiblement complexes) qu'on peut déterminer a
partir des valeurs de p autocorrélations. On peut trouver aisément p(1), ... , p(p)
a 'aide des équations de Yule-Walker.

10;

Si on écrit Gj = rje', ou i = /—1 et r; de méme que 0; sont des nombres réels

(r; > 0), on voit que
m p]—l .
p(k) =22 Z Aje k© ) rjet®t

:i (pji: Ajp ke> rilcos(0;k) + i sin(6;k)]

j=1 \ =0

m pj—1

=> Z Ajo kb ) rhcos(05k)
J=1

Par la condition de stationnarité, 0 < |G;| = r; < 1 de sorte que p(k) — 0 lorsque
k — oco. Les autocorrélations diminuent de facon exponentielle possiblement avec des
oscillations.

5.3.4 Représentation M A(oco) d’un processus AR(p)

On a vu que le processus SL2

QO(B)Xt = Ut

oup(B)=1—¢yB — ... —p,B?, peut s’écrire
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ol
P(B) = ¢(B)™! = ZO B
J:
Pour calculer les coefficients 1;, il suffit de noter que

p(B)y(B) =1.

En définissant 1); = 0 pour j < 0, on voit que

(1— > wk3k> (i %'Bj> =3 4 (Bj_ é %Bj+k>

k=1 Jj=—00 j=—00
00 P . 0 ~ .
=2 <¢j— > wkwj—k> Bl=3% ¢;B=1.
j=—00 k=1 j=—00

Donc z/;j =1,817=0,et &j =0, si j # 0. Par conséquent,
p . .
e(B); =j— > wrpjr=1,s15=0
k=1
=0,sij#0,
ou Bkwj =1 . Comme 1); = 0 pour j < 0, on voit que
Yo =1
p .
Y, :kz OrYj-k,J = 1.
=1
De facon plus explicite,

o =1

Y1 = P19y = ¢1

Py = @11 + atho = 07 + 0o

Y3 = p1thy + Pathy + 3 = @} 42 a1 + 3

Py = f Orj—k
k=1
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p
Vi =3 orik,j>p+1.
k=1
Sous la condition de stationnarité [racines de p(z) = 0 a 'extérieur du cercle unité],
les coefficients 1; décroissent de fagon exponentielle lorsque j — oo, possiblement
avec des oscillations.
Etant donné la représentation

Xt = ¢(B)ut Zi) %‘Ut*j
j=

on peut aisément calculer les autocovariances et autocorrélations de X; :
9 o
Cov(Xy, Xyyi) =0 Zo Vivitik
J:

Corr(Xe, Xetk) Ziojo Vitbivik/ io (A
j= j=

Toutefois, un inconvénient de cette méthode vient du fait qu’on doit calculer les
limites de séries.

5.3.5 Autocorrélations partielles

Les équations de Yule-Walker permettent de déterminer les autocorrélations a
partir des coefficients ¢y, ... , ¢,. De la méme fagon, on peut déterminer ¢y, ... , ¢,
a partir des autocorrélations

p
p(k) 221 piplk—7), k=1,2,3, ..
J:

En tenant compte du fait que p(0) = 1 et p(—k) = p(k), on trouve pour un processus
AR(p) :

1 p(1) p(2)  ...oplp—=1) || & p(1)
p(1) 1 P ople=2) | 2| | P(2)
pp—1) p(r-2) pp—3) ... 1 o o (p)

ou, dans une notation plus compacte,
B, ‘7;17 =Pp -
Il s’ensuit que
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J)p = Pp_lﬁp .
Considérons la suite d’équations
P =pr, k=123, ..
ott ¢ = (Pr1, k2, - » Prk) , €t résolvons pour @y :
O = P pr

[Si 6% > 0, on peut montrer que P, ' existe, Vk > 1]. Pour un processus AR(p), on
voit aisément

ok =0,Vk>p+1.
On appelle ¢ autocorrélation partielle de délai k.

Valeurs particulieres de ¢g; [en prenant py = p(k)] :

Y11 = P1

L p

2

P22 = [1)1 Zi = pf_pp%l )

pr 1

L p1 ;o

pr 1 po

_ | P2 P11 P3

78 L pr p2

pr 1 p

p2 pro1

Formule de récurrence de Durbin-Levinson : On peut calculer les autocorrélations
partielles au moyen des formules suivantes :

k
p(k+1)— _ZIijp(k+1_j)
=

Pk+1, k+1 = )

k
1= wrjip(d)
j=1

Cht1,j = Phj — Pht1, k41Pk, k—jt1 » J = 1, 2, oo, k.
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Etant donné p(1), ... , p(k +1) et ©g1, ... , @re, on peut calculer Ort1,5, J=1, ...,
k 4+ 1. Voir Durbin (1960) et Box et Jenkins (1976, p. 82-84).

5.4 Processus mixtes

Considérons un processus {X; : t € Z} qui satisfait I’équation

p q
(541) Xe=p+ Z Y thj + up— Z Hju
= =1
ot {u; :t € Z} ~ BB(0, ¢%) . En notation opérationnelle

p(B)X; = 1+ 0(B)uy .

5.4.1 Conditions de stationnarité

Si le polynome ¢(z) =1 — @12 — ... —@,2P a toutes ses racines a 'extérieur du
cercle unité, ’équation (5.4.1) possede une et une seule solution SL2 qui peut s’écrire

Xy =p+ %Ut = p+ Zo Yiu—j

J:
ou
3 3 p

p=p/e(B)=p/(1- Zl ®;)
J:

0(B) _ > ;

% =v(B) =J_§0 ;B .

Les coefficients 1); sont obtenus en résolvant I’équation

Dans ce cas, on a aussi
E(Xt_jut) =0 s VJ Z 1.

Le calcul des coefficients 1; se fait de la fagon suivante (en définissant 6, = —1) :

(1— Ep: SOkBk> (i %’B”) =1- Eq: 0;B7 = — Eq: 0;B7
=0 =1 j=1

k=1 J
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d’ou
=0 ,J72q+1,

ou; =0, pour j <0 . Par conséquent,

P
V= oeje—0;,7=0,1,...,¢q
k=1

p
k=1

et

=1
P =1y — 01 = 1 — 04
Yo = @1ih1 + pathy — b2 = p11h1 + 2 — by = 9T — 161 + 2 — 0y

p

V= ik, J >q+1.
s

Les coefficients 1); se comportent comme les autocorrélations d’un processus AR(p)
sauf pour les coefficients initiaux ¢y, ... , ¢y.

5.4.2 Autocovariances et autocorrélations

Supposons que

p
a) le processus X, est stationnaire du second ordre avec > ¢; # 1 ;
J=1

Par ’hypothese de stationnarité,
E(Xt) =M, Vta

d’ou
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et

E(Xy) =p=n/ (1_ i%) -

La moyenne est la méme que dans le cas d'un processus AR(p) pur. La partie M A(q)
n’a pas d’effet sur la moyenne. Réécrivons maintenant le processus sous la forme

- P . q
Xe=> i Xij +w— > Oju_;
7=1 7j=1

on X, = X, — . Par conséquent,
N P . q
Xevw = D @5 Xoghoj + Upp— D Ojtip—;
j=1 j=1
- P o - q .
E(Xy Xevr) = 20 0 BE(Xy Xivwj) + B(Xy )= D0 0;E(Xy wprpj)
j=1 j=1

(5:42) () =3 (k= 3) + 2aulk)= 2 O =)

Yaou(k) = E(Xt ) =0, 81k > 1,

£0,s1k<0,
Yeu(0) = E(X; uy) = 0.

Pour k£ > ¢+ 1,

(5.4.3) v(k) = > wiv(k —J) ,

<.
Il
-

(5.44) plk) = 3 slk — )

<.
Il
-

La variance est donnée par

7(0) = Eiil 0 (j) + o= Eiil 0;You(—J)

d’ou

(5.4.5) v(0) = [02 - i%%u(—j)] / [1— Eijl wjp(j)] :

J J
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En notation opérationnelle, les autocovariances satisfont 1’équation
p(B)y(k) = 0(B)veu(k) , k20,

olt y(—=k) = v(k) , Biy(k) = v(k — j) et By, (k) = v4u(k — j) . En particulier,
p(B)y(k) =0,k>q+1,
o(B)p(k) =0, k> q+1.

Pour calculer la suite des autocovariances, on résout les équations (5.4.2) pour k = 0,
1, ..., p, puis on applique I’équation (5.4.3). Les autocorrélations d’un processus
ARMA (p, ¢) se comportent comme celles d’un processus AR(p), sauf que les valeurs
initiales sont modifiées.

EXEMPLE : Processus ARMA(1, 1)
Xe=pg+o1Xp 1 +u—bugq, |1 <1
X - Y1 X1 = u — 01wy
oﬁXt:Xt—u. On a
7(0) = ©17(1) + 72u(0) = O1%eu(-1) ,

(1) = ©17(0) + Yaeu(1) = 01724(0)

et
’qu(()) =o? )
You(—1) = B(Xyui1) = o1 E(Xy_1us1) + E(ugur) — 1 E(uf )
= 901’qu(0) - 9102 = (<,01 - 91)02 .
Donc,

7(0) = p17(1) + 0% — b1 (21 — 61)0”
= 17(1) + [1 = 01(p1 — 01)]0” ,

v(1) = p17(0) — 610°
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= ei{p17(1) +[1 = 0i(1 — 01)]o?} — 6h0”
Y1) = {@i[l = (1 = 01)] = 01}0%/(1 — ¢)
= {1 — bl + 0107 — 01 }0% /(1 — 1)
= (1= bip1) (1 — 01)0%/(1 = ¢}) .
De méme,
7(0) = @1v(1) +[1 = O1(1 — 01)]0”

= @1(1_91@1),(%_01)0‘ +[1 = 61(p1 — 61)]0?

= 2 {1 (1= o) (01 = 01) + (1= @)L = 01 (o1 — )]}

0.2
=1 {@f = 010} + 0107 — 0161 + 1 — o] — 0101 + 0107 + 07 — ©F 07}

2

= {1 -2 @b +067} .

Y(0) = (1 =2 p1bh + 07)0? /(1 = ) |
(1) = (1 =01p1) (1 — 0h)o? /(1 = ¢i) ,
(k) =piy(k—=1),k>2.

6. INVERSIBILITE

6.1 Tout processus AR(p) stationnaire du second ordre peut s’écrire sous la forme
M A(oo). De méme, tout processus ARMA (p, ¢) stationnaire du second ordre peut
aussi s’écrire sous la forme M A(oco). Par analogie, on peut aussi poser la question :
un processus M A(q) ou ARMA(p, ¢) peut-il s’écrire sous une forme autorégressive?

6.2 Considérons le processus MA(1) :
Xi=u — w1 ,t€EZ

ot {u;:t € Z} ~ BB(0, 6%) et 0> > 0 . On voit aisément que
uy = Xy + Orupq
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=X+ 6, (X1 + Orupo)

= Xt + 91Xt_1 + Q%Ut_Q

=S 01X, 400 vy,
=0

et

2
E (Z Q{thj - ut) =EB [(9?+1ut7n71)2:| = 9%(”"’1)0_2 — 0 )
=0

n—0o0

n .

pourvu que |¢;| < 1. Par conséquent, la série > 61X, ; converge en m.q. vers u si
=0

|6,| < 1. En d’autres termes, lorsque |6;] < 1, on peut écrire

0 .
Z@{Xt_j:ut,tEZ,
=0

ou encore
(]_ — ng)_lXt = Ut , te? ,

00 .
o (1—60,B)~' = > #/B’. La condition |6;| < 1 est équivalente a ce que toutes les
j=0
racines de I’équation 1 — 6,z = 0 soient a 'extérieur du cercle unité. Si ¢, = 1,

Xy = up — uy—q
et la série

(1-0B)7' X, =3 01X, ;=) Xi
=0 =0

=

ne converge pas, car E(Xf_j) ne converge pas vers 0 lors j — oco. De méme, si
01 = —1,

Xt = U¢ + Ut—1

et la série
o

(1-60B) "Xy =3 (1) X¢-

J=0
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ne converge pas non plus. Ce sont des processus non inversibles.

6.3 THEOREME (Condition d’inversibilité d’un processus MA) : Soit {X, : t € Z)
un processus stationnaire du second ordre tel que

Xt = U + Q(B)ut

ouf(B) =1—6,B — ... —6,B% Alors le processus X, satisfait une équation de la
forme

(631) Z (int—j = ﬂ + uy
Jj=0

ssi les racines du polynome 6(z) sont a lextérieur du cercle unité. De plus, lorsque
la représentation (6.3.1) existe, on a :

(B)=0(B)", p=0(B)"p=yp/ (1— Eiil 9j) :

6.4 COROLLAIRE (Inversibilité d'un processus ARMA) : Soit {X; : ¢t € Z} un
processus ARMA stationnaire du second ordre satisfaisant 1’équation

o(B) Xy = i+ 0(B)uy

ouwp(B)=1—p1B — ... —p,B? et §(B) =1—-6,B — ... —0,B%. Alors le processus
X, satisfait une équation de la forme

=1

(6.3.2) 3 ¢; X, j = 1 +u,
=0

ssi les racines du polynéme 6(z) sont a l'extérieur du cercle unité. De plus, lorsque
la représentation (6.3.2) existe, on a :

= q
3(B) = 0(B)"p(B), i = 6(B) " = f (1— > 0j) -
J:
7. REPRESENTATION DE WOLD

7.1 Nous avons déja vu que tous les processus ARMA stationnaires du second ordre
peuvent s’écrire sous la forme M A(co) causal. A peu de choses pres, cette propriété
se généralise a tous les processus stationnaires du second ordre.
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7.2 THEOREME (Wold) : Soit {X;, ¢ € Z} un processus stationnaire du second
ordre tel que F(X;) = p. Alors X, peut s’écrire sous la forme

(721) Xt = U —+ Z wjut,j =+ Uy
7=0
o {uy: t € Z} ~ BB(0,0%), Y 7 < oo, E(uX; ;) =0,Vj > 1, et {v,:t € Z}
=0

J_
est un processus déterministe tel que E(v;) = 0 et E(usvy) = 0, Vs, t. De plus, si

o? > 0, les suites {1;} et {u,} sont uniques, et
b= X — P(X X, Ko, )
ou Xt = X; — p.
PREUVE : Voir Anderson (1971, Section 7.6.3, pp. 420-421).

7.3 Si E(u?) > 0 dans la représentation de Wold, on dit que le processus X, est
oo

régulier. On appelle v, la partie déterministe du processus et > ju;_; sa par-
j=0

tie indéterministe. Lorsque v, = 0, V¢, on dit que le processus X; est strictement

indétermaniste.

7.4 COROLLAIRE (Théoreme de Wold rétrospectif) : Soit {X; : t € Z} un processus
stationnaire du second ordre tel que E(X;) = u. Alors X; peut s’écrire sous la forme

(7.4.1) Xy = p+ Y iy + U
=0
ou{u, :t € Z} ~ BB(0,5%), Y ¢} <o, E(0Xy;) =0,Vj>1, et {0, :t €L}
§=0

est un processus déterministe (par rapport & ¥py1, Uga , .. ) tel que E(7;) = 0 et
E(usv,) =0, Vs, t. De plus, si 62 > 0, les suites {¢;} et {a@;} sont uniques, et

ﬂt - Xt - P(Xt|Xt+1, Xt+2 P )
ou Xt = Xt — K.

PREUVE : 1l suffit d’appliquer le théoreme de Wold au processus Y; = X_; qui est
aussi stationnaire du second ordre. (Q.E.D.
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8. FONCTIONS GENERATRICES ET DENSITE SPECTRALE

8.1 Les fonctions génératrices constituent une technique souvent commode pour
représenter ou trouver la structure d’autocovariance d’un processus stationnaire.

8.2 DEFINITION (Fonction génératrice) : Soit (ax : k=0,1,2,...) et (b : k=...,
-1, 0, 1, ...) deux suites de nombres complexes. Soit D(a) C C l'ensemble des points

o0
z € C ou la série Y agz® converge, et soit D(b) C C I'ensemble des points z ot la
k=0

o0
série > bg2® converge. Alors on appelle les fonctions
k=—00

a(z) :,i) arz® | z € D(a)

et

bz)= > bee*, z€ D(b)

k=—00

les fonctions génératrices des suites ay et by respectivement.

8.3 PROPOSITION (Anneau de convergence d'une fonction génératrice) : Soit (ay
k € Z) une suite de nombres complexes. Alors la fonction génératrice

a(z) = i apz"

k=—o00

converge pour Ry < |z| < Ry ou

R, =limsup |a,k|1/k ,
k—o0

Ry=1/ {limsup |ak|1/k] :
k—o0
et diverge pour |z| < Ry ou |z| > Ry. Si Ry < Ry, a(z) ne converge nulle part et,
si Ry = Ry, a(z) diverge partout sauf, possiblement, pour |z| = R; = R,. De plus,
lorsque Ry < Ry, les coefficients a, sont définis de facon unique et

e = ﬁ Cf (Z(i(i()))(llcila k = 0; :*:1, j:2,

ouC={2€C:|lz—2|=R}et Ry < R<R,.
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8.4 PROPOSITION (Somme et produit de fonctions génératrices) : Soient (ay, : k €
Z) et (by € Z) deux suites de nombres complexes telles que les fonctions génératrices
a(z) et b(z) convergent pour Ry < |z| < Ry, o 0 < Ry < Ry < co. Alors,

(1) la fonction génératrice de la somme ¢, = ay, + by est ¢(z) = a(z) + b(z);

(2) si la suite produit

o0

dk = Z ajbk,j

j==o0

converge pour tout k, la fonction génératrice de la suite dj, est

De plus, les séries ¢(z) et d(z) convergent pour Ry < |z| < Rs.

8.5 Nous allons nous intéresser aux fonctions génératrices des autocovariances ~y; et
des autocorrélations py d’un processus X; stationnaire du second ordre :

Ye(2) = 20wt

k=—00

o0
PI(Z') = Z pkzk = ’Yw(z)/’YO .
k=—00
On voit immédiatement que les fonctions génératrices associées a un bruit blanc
{us: t € Z} ~ BB(0,0?) sont constantes :

Yu(2) = 0%, pu(z) = 1.

8.6 PROPOSITION (Convergence de la fonction génératrice des autocovariances) :
Soient v, k € Z, les autocovariances d’un processus stationnaire du second ordre X,
et px, k € Z, les autocorrélations correspondantes.

1/k

(1) Si R =limsup |pg|"* < 1, les fonctions génératrices 7,(z) et p,(z) convergent

k—o0

pour R < |z| < 1/R.

(2) Si R =1, les fonctions v,(z) et p,(z) divergent partout sauf, possiblement, sur
le cercle |z| = 1.
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(3) Si ];0 lpr] < oo, les fonctions v,(z) et py(z) convergent absolument et uni-

formément sur le cercle |z| = 1.

8.7 PROPOSITION (Unicité) : Soient v et pg, k € Z, des fonctions d’autocovariance
et d’autocorrélation telles que

o0 o0

v(z) = Y wF =Y W,

k=—o00 k=—o00

= k = k
p(z) = 22 pz® =32 pz

k=—00 k=—00

ou les séries considérées convergent pour R < |z| < 1/R, ou R > 0. Alors 7, = v, et
pr = p,, pour tout k € Z.

8.8 PROPOSITION (Fonction génératrice des autocovariances d’un processus M A(co)) :
Soit {X; : t € Z} un processus stationnaire du second ordre tel que

Xe= >0 tjuy

j=-00

ot {uy: t € Z} ~ BB(0,0?). Si les séries

bE) = 3 9

j=-00

et 1(271) convergent absolument, alors

Ve(2) = *P(2)Y(271) .
8.9 COROLLAIRE (Fonction génératrice des autocovariances d’un processus ARMA) :
Soit {X; : t € Z} un processus ARMA(p, ¢) stationnaire du second ordre et causal,
tel que

o(B)X, = i+ 0(B)u,

ou {u;:t €Z} ~ BB(0,0%), p(z) = 1—p1z2—...—ppzP et O(z) = 1 — b1z —... — 0,2%.
Alors la fonction génératrice des autocovariances de X; est

72(2) = LG

pour R < |z| < 1/R, ou
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0<R= max{|G1|, |G2|, ey |Gp|} <1
et G7', G5, ..., G, sont les racines du polynoéme (z).

8.10 PROPOSITION (Fonction génératrice des autocovariances d’un processus filtré) :
Soit {X; : t € Z} un processus stationnaire du second ordre et

o0
}/;:Z Cth,j,tGZ,
j=—00
o0
ol (¢j : j € Z) est une suite de constantes réelles telles que Y |¢;| < oco. Si les
séries v,(2) et ¢(z) = > ¢j2’ convergent absolument, alors
j=—00

W(2) = c(2)e(z7)7a(2) -

8.11 DEFINITION (Densité spectrale) : Soit X, un processus stationnaire du second
ordre tel que la fonction génératrice des autocovariances 7, (z) converge pour |z| = 1.
On appelle densité spectrale du processus X; la fonction

fo(w) = 5= [0 +2 kz vk cos(wk)
=1

8

vk cos(wk)

I
§R

_|_l

k=1

ot les coefficients 7, sont les autocovariances du processus X;. La fonction f,(w) est

o0
définie pour toutes les valeurs de w telles que la série ) 7 cos(wk) converge.
k=1

REMARQUE : Sila série Y 7 cos(wk) converge, on voit immédiatement que 7, (e™*)
k=1
converge et

. OO .
foW) = grye(e™) = 5= > e ™"
k=—00
oui=+/—1.

8.12 PROPOSITION (Convergence et propriétés de la densité spectrale) : Soit v,

o0
k € Z, une fonction d’autocovariance telle que Y || < oo . Alors
k=0
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(1) la série

folw)=2+1 kz Vi cos(wk)
=1

converge absolument et uniformément en w ;

(2) la fonction f,(w) est continue ;
(3) folw+2m) = fo(w) et fo(—w) = fe(w), Yw ;
(4) o= [" folw)cos(wk)dw, Yk ;

(5) folw)>0;
(6) 7%= 7f7r fo(w)dw .

8.13 PROPOSITION (Densités spectrales de processus particuliers) : Soit {X; : ¢ €
Z} un processus stationnaire du second ordre dont la fonction d’autocovariance est
Vi, k € Z.

(1) Si Xy =p+ >, Yjupjouf{u:t€Z} ~ BB(0,0%) et Y. || < oo, alors

J=—00 J]=—0

2

fo(w) = G v(e)(e ™) = & ().

(2) Si p(B)X; = i+ 0(B)u,

oupB)=1—-p1B—...—p,B?, 0(B)=1-6B—...—§,Blet {u,:t € Z} ~
BB(0,0?), alors
2
_ o2 | 9(e)
faz(w) - or so(ei“’)
(3)SiY, = > ¢;Xi_jou(c:j€Z) est une suite de constantes réelles telles que
j=—00
> el < oo, etsi Y |y < oo, alors
j=—00 k=0

fy(w) = le(e™)* fo(w) -
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9. AUTOCORRELATIONS INVERSES

9.1 DEFINITION (Autocorrélations inverses) : Soit f,(w) la densité spectrale d’un
processus stationnaire du second ordre {X; : t € Z}. Si la fonction 1/f,(w) est elle
aussi une densité spectrale, on appelle autocovariances inverses du processus X; les

autocovariances %(UI)(I:;), k € Z, associées au spectre inverse 1/ f,(w), i.e.

f f ycos(wk)dw , k € Z .

9.2 Les autocovariances inverses satisfont I’équation

fx Z I ( ) cos(wk) = o= %E-I)(O) +1 ];1 ~<D cos(wk).

k_—oo

Les autocorrélations inverses sont

Pt (k) = 1" (k) /47 (0) ke 2.

9.3 Une condition suffisante pour que la fonction 1/f,(w) soit une densité spectrale
est que la fonction 1/ f,(w) soit continue sur 'intervalle —7 < w < 7, ce qui implique
notamment que f;(w) > 0, Vw.

9.4 Si le processus X; est un processus ARMA(p, ¢) stationnaire du second ordre tel
que

QOP(B)Xt = ,a + eq(B)Ut
oup,(B)=1—¢1B — ... —p,BPet0,(B)=1-6,B — ... —0,B9 sont des polynomes

qui ont toutes leurs racines a extérieur du cercle unité et {u, : t € Z} ~ BB(0, ¢?),
alors

0u () 2
2 e
folw) = &2 | 5@
et
2
1 27‘r ‘Pp(e‘“d)

. . I . sz
Les autocovariances inverses %5- )(k) sont les autocovariances associées au processus

0,(B)X: = I + ¢p(B)v
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ou {v,:t €Z} ~ BB(0,1/0?) et /1 est une constante quelconque. Par conséquent,
les autocorrélations inverses d’un processus ARMA(p, ¢) se comportent comme les
autocorrélations d’un processus ARMA (¢, p). Pour un processus AR(p),

pg;l)(k) =0, pourk>p.

Pour un processus MA(q), les autocorrélations partielles inverses (i.e. les auto-
corrélations partielles associées aux autocorrélations inverses) deviennent nulles pour
k > ¢q. Ces propriétés peuvent étre utilisées pour décider de 'ordre d’un processus.

10. MULTIPLICITE DES REPRESENTATIONS

10.1 Représentation rétrospective des modeles ARMA

Pour le théoreme de Wold rétrospectif, nous savons que tout processus stationnaire
du second ordre strictement indéterministe {X, : t € Z} peut s’écrire sous la forme

(10.1.1) Xy = pu + ji) Pl

ou u; est un bruit blanc tel que E(X,_ju;) =0,Vj > 1. En particulier, si

(10.1.2) 0, (B)(X: — 1) = 0,(B)u

ou les polynomes ¢,(B) =1— ¢y B — ... —¢,BP et §,(B)=1—-6,B — ... —§,B?

ont toutes leurs racines a 'extérieur du cercle unité et {u; : t € Z} ~ BB(0, 0?), la
densité spectrale de X; est

(10.1.3) fo(w) = 2

Considérons le processus

p(B™ S
(10.1.4) Y, = % (X; — 1) =X ¢ (Xeyj — 1) -
]:

Pour la Proposition 8.13, la densité spectrale de Y; est

ep(e)

0q(e™)

2 2
fo(w) = g_ﬂ

et donc {Y; : t € Z} ~ BB(0, ¢?). Si on définit @, = Y}, on voit que

(10.1.5) f,(w) =
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p(B71 _
(10.1.6) “Zq((B_l)) (X, — p) =1y

ou encore

et
(]_0]_7) Xt - QO]_XH_]_ — ... _SOPXH'IJ = /_L + Uy — Hlatﬂ — ... —Hqﬂt+q
ou (1 —¢1 — ... —gp)p = 1. On appelle (10.1.6) ou (10.1.7) la représentation

rétrospective du processus X;.

10.2 Multiplicité des modeles de moyenne mobile

Soit {X;} ~ ARIMA(p, d, q) . Alors
W, = (1 - B)X; ~ARMA(p, q) .

Si on suppose que E(W,;) =0, W, satisfait une équation de la forme
@p(B)Wt = gq(B)Ut

ou

Pour déterminer le processus ARMA approprié, on estime la fonction d’autocorrélation
pr- Celle-ci est déterminée de fagon unique par la fonction génératrice des autoco-
variances :

Pp
Si
0,(2) =1— 017 — .. ~0,29=(1—H2) .. (1—Hyz)=11 (1 H;z) ,
7j=1
alors
2 q B
(1021) ’}/I(Z) = m Jl;[l (1 - HJZ)(l - HJZ 1) .
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Toutefois
(1-Hjz)(1—-Hjz ') =1-Hjz—Hjz '+ H} = H}(1-H;'z—H; 'z ' + H; ?)

_ 2 -1 —-1_-1
= H(1— H;'2)(1 — H;'27)

(10.2.2) v,(2) =

ou

J

4 ~1
0, (2) =11 (1—H; '2).
vx(2) tel que défini en (10.2.2) peut étre considéré comme la fonction génératrice d’un
processus de la forme

(1023) @, (B)W, = 0,(B)a, = (I (1~ H} B)Ja,

q
J=1

tandis que 7v,(2) en (10.2.1) est la fonction génératrice de

(10.2.4) @, (B)W, = 0,(B)u, = [ 11 (1 — H,;B)]u,.

1

TR

J

Les processus (10.2.3) et (10.2.4) ont exactement la méme fonction d’autocovariance
et donc ne peuvent étre distingués sur la base de leurs seconds moments.

Exemple : (1 —0.5B)W, = (1—-0.2B)(1 +0.1B)u,
(1—05B)W, = (1—5B)(1 + 10B)uy

ont la méme fonction d’autocorrélation.

D’une fagon plus générale, les modeles

er(B)W: = [_121 (1~ Hle)] iy

J=1
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ont tous la méme fonction d’autocovariance (et sont donc indistinguables). Comme
il est plus facile de travailler avec un modele inversible, on choisit

H; ,si
Hx ="
J H]TI , si

ou |H;| <1, de fagon & ce que le processus soit inversible.

H;

H;

<1
>17

10.3 Parameétres redondants

Supposons que ¢,(B) et 6,(B) ont un facteur commun, disons G(B) :
o0(B) = G(B)g,,(B) , 6,(B) = G(B)6,,(B) .

Considérons les modeles

(10.3.1) @, (B)W; = 6,(B)u,

(10.3.2) ¢, (B)W; = 04, (B)uy .

Les représentations M A(oo) de ces deux modeles sont
Wy =9(B)u ,

ou

et
Wy = %(B)Ut .

(10.3.1) et (10.3.2) ont la méme représentation M A(oco) et donc la méme fonction
génératrice des autocovariances :

12(2) = ()Y (z71) = * () (271

On ne peut distinguer empiriquement entre une série engendrée par (10.3.1) et une
série engendrée par (10.3.2). Des deux modeles, on choisit le plus simple, i.e. (10.3.2).
De toute maniere, si on essayait d’estimer (10.3.1) au lieu de (10.3.2), la matrice de
covariance asymptotique des estimateurs serait singuliere.

ol
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