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1 NOTIONS DE THEORIE ASYMPTOTIQUE
DE CONVERGENCE

1.1 DEFINITION : Soient {X, = X,(w) : n = 1, 2, ...} une suite de v.a.’s réelles
définies sur un espace de probabilité (€2, A, P) et X = X(w) une autre v.a. réelle
définie sur le méme espace.

(1) X,, converge en probabilité vers X (Xn 5 X) ssi

lim P[|X, - X|>z]=0,Ve>0.

n—oo
(2) X,, converge de fagon presque sure vers X (Xn 2% X) ssi

P[lim Xn:X}:L

—00

(3) X, converge complétement vers X (Xn 5 X) ssi
YO PlX,—X|>¢]<o00,Ve>0.

(4) Supposons que E|X,|" < oo, Vn,our >0. X, converge en moyenne d’ordre

r vers X (Xn RN X) ssi

lim E[|X, — X|"]=0.

— 00

Dans ce cas, on dit aussi X,, converge vers X dans L,. Sir =2, on dit que X,
converge vers X en moyenne quadratique (m.q.).
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(5) Soient F,(x) et F(x) les fonctions de distribution de X, et X respectivement.
X,, converge en loi (ou en distribution) vers X (Xn KN X) ssi

lim F,(z) = F(z) a tous les points de continuité de F(x) .

n—00

1.2 PROPOSITION (Unicité de la limite en probabilité) : Soit {X,, : n =1, 2, ...}
une suite de v.a.’s réelles définies sur un espace de probabilité (€2, A, P) et soient X
et Y deux v.a.’s réelles définies sur le méme espace de probabilité. Alors

X, B Xet X, BY=PX#£Y]=0.

2 RELATIONS ENTRE CONCEPTS DE CON-
VERGENCE

2.0 Soient {X,,} = {X,, : n =1, 2, ...} une suite de v.a.’s réelles définies sur un espace
de probabilité (2, A, P) et X une autre v.a. réelle définie sur le méme espace.
21X, X & sup|Xp— X| L0 lorsque n — oo

k>n

& lim P (sup | Xy — X|>¢| =0,Ve>0.

n— 00 k>n

22X, 5 X=X, B8 X=X, 5X=>X, B X,
2.3Xni>X:>Xni>Xpourtoutstelque0<s§r=>Xn£>X:>Xn£>X.
Remarque : En général, les implications dans 2.2 et 2.3 ne peuvent etre renversées.
2.4 ¥ E[|X, — X|'] < oo pour un certain r >0 = X,, = X et X,, = X .

2.5 Soit g : R — R une fonction monotone non décroissante pour z > 0, telle que
g(x) > 0et g(x) = g(—x). Alors

¥ Elg(X,—X)]<oo=X,5X.

2.6 X, = X = il existe une sous-suite {Xpn, k=12, ..} C{X,} telle que
X, k”—> X et

— 00

. 1
nX P {|Xnk ~X|> Q—k} < o0.

2.7 X, & X & chaque sous-suite {Xy,, } de {X, } contient une sous-suite {X,,, } C {X,,}
telle que X, 2% X.

2.8 Soit {X,} une suite de v.a.’s non négatives telles que X,, < X,;1, Vn , ou
X, > X,p1, Vn . Alors

X, 5x=x,2x.
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2.9 DEFINITION (Suite d’intégrales uniformément continues) : Les intégrales des
va’s {X,:n=1,2 ..} sont uniformément continues ssi

sup/ X, dP — 0 lorsque P(A) — 0.
A

n>1

2.10 DEFINITION (Suite uniformément intégrable) : Soit B, = {w € Q : |X,,| > a}.
La suite de v.a.’s {X,, : n =1, 2, ...} est uniformément intégrable ssi

sup/ X,dP — 0 lorsque a — o0 .
n>1
=

211 X, 5 X & X, £ X et au moins une des trois conditions suivantes s’applique :
(a) E(|Xa]") = E[IX|];

(b) la suite de v.a.’s {|X,|" : n =1,2,...} est uniformément intégrable;

(c) lesintégralesdes v.a.’s {|X,|" :n =1, 2, ...} oucellesde {|X,, — X|":n=1, 2, ...

sont uniformément continues.

21251 F|X,|"<c< oo, Vn, pourr >0, alors

Xn£>X:>Xni>Xpourtout0<r'<r.
2.13 51 | X,| <Y, Vn, et E(]Y|") < oo, alors
X, 5 X=X,5 Xet B(X|') <o0.
2.14 Si | X, | < ¢ < 00, Vn, alors
Xn£>X:>Xni>XetE(|X|T) < oo pour tout 7 > 0.
2.15 Si les v.a.’s X,;, sont indépendantes, alors
X, BX=X,5X.
2.16 Si P[X =d] =1, alors
X, Bde X, 5d

2.17 (Critere de Cauchy)



a. Il existe une v.a. X telle que X, L'

& lim Pl|X,, —X,| >¢]=0,Ve >0

m,n—00

< lim {sup P[|X,1x — X,| > €]}, Ve > 0.

n—00 k>1

b. 1l existe une v.a. X telle que X, 23 X

< lim Plsup | Xy — X¢| >¢]=0,Ve >0

—00 k;,EZn

< lim Plsup | X, — Xy > €] =0,Ve >0
k>1

n—00

B P
& sup | Xpwe — X = 0
k>1 —00

p.S.
< sup | Xk — Xn| = 0.
kZI n—r00

c. Il existe une v.a. X € L, telle que X,, = X

o lim EXp,— X, =0

1,1 —00

< sup E| X, — X" — 0.
k>1

n—o0

2.18 Soit {e,}22, une suite de constantes positives telles que lim ¢, = 0. Alors
n—r00

¥ [PIX, —X|>¢e] <ooe X, X,

2.19 X, 22 X < 3 une suite e, telle que lim ¢, =0 et

n—00

lim [P|X) — X| > €, pour au moins un k > n] = 0.
n—00

3 CONVERGENCE DE SUITES D’ESPERANCES
ET DE FONCTIONS DE VARIABLES ALEATOIRES

3.0 Soient {X,, : n =1, 2, ...} une suite de v.a.’s réelles, X une v.a. réelleet g : R - R
une fonction telle que g(X) et g(X,), n =1, 2, ..., sont des v.a.’s réelles.
3.1 (Théoreme de Helly-Bray)

X, 5 X = Elg(X,)] = E[g(X)] pour toute fonction bornée continueg : R — R.
3.2 Si g(x) est une fonction continue et X, 5 X, alors

a) lim inf E']g(X,)[] = Eflg(X)I] ;

n—0o0



b) |g(x)| est uniformément intégrable en F,, = Elg(X,)] = Elg(X)] ;

¢) Elg(X,)|] = El|lg(X)|] < 0o & |g(z)| est uniformément intégrable en F,, .

Remarque : |g| est uniformément intégrable en F), ssi

Ve > 0 ,da(e) et b(e) ne dépendant pas de n tels que

a<a(e)etb>be) = / lg(z)|d F,(x)— / lg(x)|d F,(z) <e,Vn .

3.351 E[|X,|"] <¢< oo, Vn, pour rg >0, alors
X, % X = E[|X,|"] = E[|X|"] < oo pour tout 0 < r < rq
et B [X}] — E[X*] # %00 pour tout entier 0 < k < rg, k € N .
3.4 Si E (X)) existe et est fini pour tout k (k =1, 2, ...) et n, alors

a) X, 5 X et E(XF) =y, # 200 = E(X*) =y ;

b) E(XF) — py, # £oo , ou la suite {y, : k=1, 2, ...} définit une fonction de
distribution unique F'(z)

= X, 5 X, ot X est une v.a. dont la fonction de distribution est F(z) .
3.5 51 F|X,|" < oo, Vn, pour r >0, alors

X, 5 X = E|X,|" = E|X| et E|X|" <oco = E (X}) = E(X") pour 0 <k <r.
3.6 Si E(X?) < o0, Vn, alors
X, 5 X = E(X2) = BE(X?) <ocet B(X,) = E(X) # 400 .
3.751 F|X,|" < o0, Vn,et E|X|" < oo, pour r > 0, alors
X, 5 X = E(X}) = E(X"), pour tout entier 0 < k < r .

3.8 Soient g : R — R une fonction continue partout, sauf possiblement dans un
ensemble A C R et X une v.a. telle que P[X € A] =0 . Alors

a) X, 5 X = g(X,) > g(X) ;
b) X = X = g(Xn) = 9(X) 5
Q) X, 5 X = g(X,) 5 g(X) .
3.9 Soient {X,} et {Y,,} deux suites de variables aléatoires. Alors
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a) Xp D XetY, DV =X, +Y, B X+Y;
b) X, 5 XetY, Y =X, +Y, 83X +Y;

c) X, L X et Y, Ly = 9(Xn, Y2) Ei g(X, Y) pour toute fonction continue g(z,
y) -

3.10 Soient {X,,} et {Y,,} deux suites de v.a.’s telles que X, LxetY,bHe,onX
est une v.a. et ¢ est une constante réelle (—oo < ¢ < +oc0). Alors

a) Xp+Y, 5 X +c;

b) XY, 5 X ¢;

¢) X/ B X/esic#0;
d) (X, V) 5 (X, ¢) .

3.11 Soient {X,,} et {Y,} deux suites de v.a.’s telles que X, — Y, 50 et Y, L Y, et
g : R — R une fonction continue. Alors

a) X, 5V ;

¢) g(X,) S g(Y) .

3.12 X, 2 X & lim E(X,,X,) existe et est fini peu importe la maniére dont m et
m—r00

n—00

313X, 2> XetY, Y = E(X,+Y,) > B(X+Y) et B(X,Y,) = E(XY) #> 00

4 SERIES ALEATOIRES

Définitions

4.0 Soit {X; : t € N} un processus stochastique a valeurs réelles et considérons la
série 29°, X, .

4.1 On dit X9°, X; converge (dans un mode de convergence) ssi il existe une v.a. réelle
Y telle que

YN X, — Y (dans le méme mode de convergence) .
N—00
Remarque : Mode de convergence : p.s., en probabilité ou en moyenne d’ordre r .
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4.2 QUESTIONS : (1) Sous quelles conditions la série ¥£°, X; converge-t-elle?
(2) Sous quelles conditions peut-on écrire

E(XE X)) = X5, E(X,)?

4.3 On dit X2, X, converge absolument (dans un mode de convergence) ssi 32°, | X;|
converge (dans le méme mode de convergence). Si X9°,|X;| converge avec probabilité
(p.s.), on écrit 32°,|X;| < oo p.s.

Critéres généraux de convergence

4.4 Y2, 1X] < 00 p.s. = X2, X, converge p.s.

4.5 X2, X, converge absolument en probabilité < X7, X; converge absolument p.s.
4.6 S'il existe une suite de constantes positives {g;}:°, telles que

1. Ei?ilgt < o0,
2. 50 (PIXy| > 2) < 00,

alors ¥2°, X; converge p.s. (i.e. il existe une v.a. X telle que XY X, Nzﬁf X).
— 0
4.7 321Xy < oo ps. & P (X, |Xy| <z) — F(x), Vo, ou F(z) est la fonction
n—r00
de distribution d’une v.a.
4.8 Y2 E|X,| < 00 = ¥2,|X,| < 0o ps. et E[E2,|X,]] = 52, E|X,] .
4.9 22 (B|X,|)" < oo, onr > 1 = £2°,|X,| et £, X, convergent p.s. et en
moyenne d’ordre r .
4.10 Si Xy € Ly, p, = E(Xy) et 02 = Var(X,) , Vi, alors

1
¥ [U? + uf] 2 < oo = | Xy et 372, Xy convergent p.s. et en moyenne d’ordre 2 .

En particulier si F(X;) =0, V¢,

Y20 < 0o = X2 | Xy et 52, X, convergent p.s. et en moyenne d’ordre 2 .

411 S2,E|1X,| < 00 = E[E2,X,] = ©2, B(X,) .
4.12 Si X; € Lo, Vt , et s'il existe des constantes non négatives {p, : t = 1, 2, ...}
telles que 0 < p, <1,

NI

B(X, X)) < pyy [B(X]) B (X7)]

S

, pour 0 < s <t,

et
Ei.ilpt <00,

alors
222 (log t)°E (X}) < oo = X2, X, converge p.s.

Remarque : Lorsque E(X;) =0, on a

Corr (X, X¢) < pp_y -



Séries de variables orthogonales
4.13 Soit {X;}§2, une suite de v.a.’s telles que X; € Ly, E(X;) =0 et E(X,X;) =0
pour s # t. Alors

a) X°, X, converge en moyenne quadratique < X2 E|X;|? < 0o ;

b) L2 E|X,|? < 0o = E|X|? = 2, E|X,|? < 00, o ¥N X, Nz} X
—00

c) Ei’ilE'ﬁ?‘z < o0 et b, T oo = X1, X, 20; (Kolmogorov)
t n

d) 2, (log t)?E|X;|? < oo = X, X, converge p.s. et en moyenne quadratique;

2
e) L2, <1o§tt> E|Xy* < ooet by Too= N1, X, 550 .

4.14 Soit {X;}:°, une suite de v.a.’s telles que X; € Ly et Cov(X;, X;) = 0 pour
s #t, et soit u, = E(X;) . Alors

a) X2, (X;—p,) converge en moyenne quadratique vers une v.a. Y’
X2, Var(X;) < 00 ;

b) 22, Var(X,) < oo = Var(Y) = £, Var(X,), out B¥, (X; — 11,) Ni Y
—00

) zgglv“g.(f“ < ooet b, Too= ENL (X, —py) 20 ;

d) 2, (log t)? Var(X;) < co = X2, (X; — u,) converge en moyenne quadratique
et p.s. ;

2 S.
e) T, (10,;«%]) Var(Xy) < 00 et by oo = =50 (X, — ) 25 0.

4.15 Soit {X;}2, une suite de v.a.’s telles que X € Ly et E(X;X;) =0 pour s # ¢ .
Alors

a) L2 F(X?) < oo = X X, converge en m.q.;
b) X2, (log t)?F (X?) < co = X2, X; converge p.s.

Séries de variables indépendantes
4.16 Soit {X,;}°, une suite de v.a.’s indépendantes telles que X, € Ly . Alors

a) X, Var(X;) < co = X2, (X, — EX}) converge p.s. ;
b) si |X¢| < ¢ < oo, Vi,

Y2 (X — EXy) converge p.s. < X2 Var(X;) < 0o ;



¢) X, E(X;) converge vers un nombre fini et X2, Var(X;) < co = X2, X con-
verge p.s. et en moyenne quadratique ;

d) | Xy < ¢ < oo, Vt, et X2, X, converge p.s. = X2, X; et X°, Var(Xy)
convergent.

4.17 (Théoreme des trois séries de Kolmogorov). Soit {X;}?°, une suite de v.a.’s
indépendantes et soit

Xtc :Xt,Si |Xt|<C
=0, si |[X¢| > ¢

ou ¢ > 0. La série 92, X; converge p.s. < il existe une constante ¢ > 0 telle que les
trois séries suivantes convergent dans R;

1. X2, P[|Xy] > ] ;
2. X, Var (X7) ;
3. D% B (X¢).

4.18 Soit {X;}$°, une suite de v.a.’s indépendantes. Si les deux séries X5°, F(X;) et
Y2, E (] Xy]P) ou 1 < p < 2 convergent, alors la série ¥X9°, X, converge p.s.
4.19 Soit {X,;}72, une suite de v.a.’s indépendantes. Alors

a) X2, X, converge p.s. < X2, X, converge en probabilité < ¥, X, converge
en loi;

b) si |X;| <c<ooet E(Xy) =0, Vt, alors

Y2, X, converge p.s. < X2, X, converge en moyenne quadratique.

5 LOI DES GRANDS NOMBRES

5.1 Soit {X;}2, une suite de v.a.’s telles que X; € Ly et Cov(X,, X;) = 0 pour s # 1,
et soit p, = E(X;). Alors

a) I, LVar(X,) < oo = X, —fi, — 0 (loi de Chebychev)

n—0o0

ou X" = E?:1‘)(15 / n et ﬂn = E?:lut / n, et

b) X, (logT”)2Var(Xn) <oo=X,—f, =X0.

n—00



En particulier, si Var(X;) = 0% < oo et E(X;) = p pour tout ¢, alors

1 N 1
XXy MY opet =X X, S op.
n n n n—00

—00

5.2 Loi de Khintchine. Soit {X,;}{°, une suite de v.a.’s indépendantes et identiquement
distribuées dont la moyenne F(X;) existe. Alors

EX)=p=X, > pu.

n—o0

5.3 Premiere loi forte de Kolmogorov. Soit {X;}°, une suite de v.a.’s indépendantes
telles que E(X;) = u, et Var(X;) = 0? existent pour tout ¢. Alors

v (on/n)? <oco=X,—f, 3 0.

n—0o0

5.4 Seconde loi forte de Kolmogorov. Soit {X,;}$°, une suite de v.a.’s indépendantes
et identiquement distribuées. Alors

E(X,) existe et est égal a p & X, — 1, = 0.

n—o0

5.5 Loi des grands nombres pour des v.a.’s corrélées. Soit {X;}9°, une suite de v.a.’s
dont les moyennes F(X;) = p, existent et satisfaisant la condition suivante :
(5.5.1) il existe une suite de nombres réels {r;}32, tels que

a) 0<r; <1, pour tout j,

b) Cov(Xy, X;) < r—s[Var(X,)Var(X,)]Y? , pour t > s,
¢) ¥y < 00,

d) 222, (2)* Var(X,) < oo .

Alors

6 THEOREME CENTRAL LIMITE

6.1 Théoreme de Lindeberg-Lévy. Soit {X;}72, une suite de v.a.’s indépendantes et
identiquement distribuées dans L, telles que E(X;) = p et Var(X;) = 02 > 0. Alors

%Eg_l(Xt — )/ o=vn(X;—p)/ o néoo 7

ou Z ~ N(0,1).
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6.2 Théoreme de Lyapounov. Soit {Xt}t , une suite de v.a.’s indépendantes dans L
telles que E(X;) = p,, Var(Xy) = o? # 0, E[|X; — 1,])] = B, pour tout ¢. De plus,

soit
1/2

B, = (57.,8)"*, Co = (51,07)
Si lim (B,/ C,) =0, alors

— 00

St (Xe = )/ Co = Vi(Xe = 1)/ (Cu/VR)o 55 Z
ou Z ~ N(0,1).
6.3 Théoreme de Lindeberg-Feller. Soit {X;}?°, une suite de v.a.’s indépendantes
dans L, telles que
P[X, < 2] = Gy(z) ,E(X;) = p,, Var(Xy) = 07 #0 ,
pour tout ¢. Alors

(X — )/ Cy —> Zet lim max (oy/ C,) =

n—oo 1<t<n

si et seulement si

1
lim @2?21/ (z — p,)?dGy(x) = 0,Ve > 0.
e lz—p|>€Cn

7 EXTENSION DES THEOREMES ASYMPTO-
TIQUES A DES VECTEURS

7.1 Soit {X,,}2° ;| une suite de vecteurs de dimension k,
XTL - (X1n7 X2n7 X3 an)la n = 17 27

dont les composantes sont des variables aléatoires réelles toutes définies sur un meme
espace de probabilité (2, Q, P), et

X — (X]_,Xz, ---;Xk;),

un autre vecteur aléatoire de dimension £ dont les composantes sont définies sur le
meme espace.

a) On dit que X, converge vers X en probabilité (de facon presque siire, en
moyenne d’ordre r) si chaque composante de X,, converge vers la composante
correspondante de X en probabilité (de fagon presque siire, en moyenne d’ordre r).

. ;. P .S.
Suivant le cas, on écrit alors X, = X , X, 2% X ou X,, & X.
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b) On dit que X,, converge en loi vers X (X, L X) ssi

lim Fx, (z) = Fx(x) a tous les points de continuité de Fx (x)
n—00

olt ¥ = (x4, Ta, ... , 1) € RF |
Fy (2) = P[ X1y <1y ey Xpn < xg],n=1,2, ...
Fx(x) = P[Xl S x1, ,Xk S .’L’k] .

7.2 Caractérisation univariée de la convergence en loi d’une suite de vecteurs. Soit
{X,,}22, une suite de vecteurs aléatoires de dimension k x 1 et X un autre vecteur
aléatoire de dimension k£ x 1. Alors

X, 5 XeNX, 5 VX, V\eRF,

n—o0 n—00

En particulier si X ~ Nlu, X,

X, 5 N eNX, & NN, NIALVA € R

n—00 n—00
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6.1 Rao (1973, section 2¢.5, p. 127).
6.2 Rao (1973, section 2¢.5, p. 127).
6.3 Rao (1973, section 2¢.5, p. 128).
7.2 Rao (1973, section 2¢.5, p. 128).
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