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1. Fonctions analytiques

1.1 NOTATION. Dans ce texte, a moins d’avis contraire, z désigne un nombre complexe
(z € C), tandis que f et g désignent des fonctions f : E — Cetg: F — C, ot B(a;d) C
EQC,B(CL;S) QFQ(C,B(CL;S) = {ZGC:|2—CL| <5},0<3§ooeta€C.En
d’autres termes, f et g sont des fonctions a valeurs complexes dont les domaines sont des
sous-ensembles F et F' des complexes contenant une boule ouverte centrée au point a.

1.2 DEFINITION : Limite d’une fonction complexe. Soit b € C. On dit que f () converge
vers b lorsque z tend vers a, ce qu’on note

limf(z) =0,

zZ—a

si on a la propriété suivante : pour tout ¢ > 0, il existe un 6 > 0 tel que
|z —a| <detz#a=|f(z) bl <e.

1.3 DEFINITION : Limites a droite et a gauche. Soientb € C,x € Ret f : F — C, ou
B (a; 5) C E CReta € R.Onditque f(x) converge vers b lorsque x tend vers a par la

gauche, ce qu’on note
lim f(x)=b ou f(z—) =0,

r—1—

si on a propriété suivante : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
|t —al <detx<a=|f(x)—0b<e.

De méme, on dit que f (x) converge vers b lorsque x tend vers a par la droite, ce qu’on
note

lim f(z) =bou f(z+)=b,

z—1+
si on a propriété suivante : pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
|t —al <detz>a=|f(z)—bl <ce.

1.4 DEFINITION : Fonction continue. On dit que la fonction f est continue au point a ssi

limf (=) = f (a) -

z—a

1.5 DEFINITION : Dérivée d’une fonction complexe. On dit que la fonction f est



différentiable au point a s’il existe un nombre [’ (a) € C tel que

)= 1 ()

z—a zZ—a

= f'(a) .
On appelle [’ (a) la dérivée de f (z) en a.
REMARQUE : On dénote aussi f’ (z) par L f (z).

1.6 PROPOSITION : Continuité des fonctions différentiables. Si la fonction f est diffé-
rentiable au point a, alors elle est continue au point a.

1.7 THEOREME : Propriétés de la dérivation. Soit = € B (a;6) C EN F. Si les fonctions
f et g sont différentiables au point z, alors

1) flef@l=cf(2),

2 £ +gEI=/1(2)+g(2),

3) £ @g@I=F(2)g() +f(2)d (),
( ) dz

4 4 [Q} _ L@@ pourva que g (2) £ 0 .

9(2) 9(2)

1.8 THEOREME : Régle de chaine. Soit b : G — C ot B(f(a); 6¢) C f(E) C
GCC,B(f(a); 0g) ={2€C:|z—f(a)] <do}et0 < § < oo. Si la fonction f est
différentiable au point a et si h est différentiable au point f (a), alors la fonction composée
H (z) = h[f (2)] est différentiable au point a et

H' (a) = N'[f (a)] ' (a) .

1.9 THEOREME : Dérivées de fonctions importantes.

(1) Si cest une constante complexe, alors

d
E(C)ZO'

(2) Sin estune constante réelle,
d
dz

(3) L(e)=e.
1.10 THEOREME : Dérivée d’une fonction réelle d’une variable complexe. Supposons
que la fonction f ne prend que des valeurs réelles a tous les points de la boule ouverte

(") =n 2", pourvu que z # 0 lorsque n < 1 .



B (a; 5), i.e. f(z) € R pourtout z € B (a; 5). Si f est différentiable au point a, alors
f'(a) =0.

1.11 DEFINITION : Fonction analytique. S’il existe une constante positive ¢ > 0 telle que
la fonction f est différentiable & tous les points z tels que |z — a| < ¢, on dit que la fonction

est analytique au point a. Si la fonction f est analytique en tout point d’un domaine D C C,
on dit que f est analytique sur le domaine D.

REMARQUE : On appelle aussi une fonction analytique fonction holomorphe.

1.12 DEFINITION : Point singulier. Si une fonction f n’est pas analytique en un point z,
mais pour tout £ > 0 il existe un point z; tel que |2; — zy| < € et f est analytique en z;, on
dit que 2, est un point singulier de la fonction f. Si, de plus, il existe un rayon R > 0 tel
que f est analytique sur le disque 0 < |z — 29| < R, on dit que 2y est un point singulier
isolé de la fonction f.

1.13 THEOREME : Opération sur des fonctions analytiques. Si les fonctions f et g sont
analytiques au point a, alors

(1) les fonctions f (z) + g (2) et f () g (z) sont analytiques au point a ;
(2) lafonction f (z) /g (2) est analytique au point a pourvu que g (a) # 0.

1.14 THEOREME : Composition de fonctions analytiques. Soit A : G — C o
B(f(a); 0) S f(E) € G C C, B(f(a); d0) = {2€C:|z=f(a)| <do} et
0 < dp < o0. Si la fonction f est analytique au point a et si h est analytique au point
f (a), alors la fonction composée (h o f)(z) = h[f ()] est analytique au point a.

1.15 THEOREME : Différentiabilité a tout ordre des fonctions analytiques. Si la fonction
f est analytique au point a € C, alors f possede des dérivées de tous ordres en a et les
fonctions dérivées sont aussi analytiques au point a.

1.16 THEOREME : Fonctions analytiques importantes.
(1) Tout polynéme de degré n,

f(z)=ay+arz+---+a,2" (1.1)

ol ag, ay, ..., a, € C, est analytique en tout point z.
(2) Toute fonction rationnelle
f(z)=P(2)/Q(z) (1.2)
ou P (z) et Q) (z) sont des polyndmes de degré p et ¢, est analytique partout, sauf
lorsque @ (z) = 0.
(3) Les fonctions e, cos(z) et sin(z) sont analytiques partout.
(4) La fonction log(z) est analytique partout sauf a z = 0.



2. Séries entiéres

2.1 DEFINITION : Série entiere. Soit {a, }>~, C C, 2y € C et z € C. On appelle la série

S s an (2 — 20)" une série entiére centrée 2 2. Les nombres a,, sont les coefficients de la
n=0 Yn 0 0- n

série.

REMARQUE : Dans cette définition et par la suite, nous utiliserons la convention 0° = 1.

2.2 THEOREME : Rayon de convergence d’une série entiére (Abel-Hadamard). Soit
Yoo g an(z — 2p)" une série entiére et

a = limsup |a, [, R=1/a ,
n—oo
ol R = oo lorsque o« = 0, et R = 0 lorsque ov = oo. Alors la série Y >~ an(z — 2o)"
converge absolument si |z — zo| < R et diverge si |z — zp| > R. De plus,si0 < p < R, la
convergence est uniforme pour |z — zp| < p.

REMARQUE : On appelle R le rayon de convergence de la série Y, a, (2 — z9)". L'ex-
pression 1/R = lim sup |an|1/ " est la formule d’Hadamard pour le rayon de convergence.

n—oo

2.3 COROLLAIRE : Si la série entiere > - a, (¢ — )" converge pour z = z;, ol
21 # 2, alors elle converge absolument pour tout z tel que |z — zp| < |21 — 2o .

24  COROLLAIRE : Bornes sur les coefficients d’une série entiere. Soit
Yo g an (2 — 20)" une série entiere dont le rayon de convergence est R, et soit & > 0.

(1) Si0 < R < oo, il existe un entier N, tel que |a, | < (% + e)" pourn > N.
(2) Si0 < R < oo, il y aune infinité de valeurs de n pour lesquelles |a,,| > (% — e)"
(3) Si R =0,ily aune infinité de valeurs de n pour lesquelles |a,| > €".

2.5 THEOREME : Si la série entiére 3 °  a,,(z — 2)" converge absolument pour z = 2,
ou z; # zp, alors elle converge absolument et uniformément sur le disque fermé D =
{z€C:|z—2]| < |21 — 20|}

2.6 PROPOSITION : Rayon de convergence et critere du ratio. Soit Y~ a, (z — 20)"
une série entiere dont le rayon de convergence est 2. Alors

.. Ap+1 Ap+1
lim inf | nt

n—oo

< R < limsup

n—~0o0

Qn, Qp

De plus, si lim |a,,11/a,| existe ou im |a,41/a,| = 00, R = lim |a,41/ay] -
n—oo n—oo n—oo



2.7 THEOREME : Condition de convergence sur le cercle unité. Soit Yoo o Ay 2" une série
entiére dont le rayon de convergence est 1. Si {a, },_, est une suite de nombres réels telle
que

(a) any1 < ay,Vn et

(b) lima, =0,
n—oo
alors la série >~ a,z" converge en tout point du cercle |z| = 1, sauf possiblement a
z=1.

2.8 THEOREME (Abel). Si la série 3_°°  a,, converge, alors la fonction >  a, 2", ol
|z] < 1,tend vers ) ° , a, lorsque z — 1 d’une fagon telle que |1 — z| / (1 — |z|) demeure
borné.

29 COROLLAIRE : Si {a,} -, est une suite de nombres réels telle que Y > a,
converge, et si la série entiere f (z) = > a,z" converge pour |z| < 1, o0 z € R,
alors lim f (z) existe et

r—1—

limf(x):Zan.

r—1—
n=0

REMARQUE : Si la série ), a,, ne converge pas, la limite lim f (x) peut exister ou ne

r—1—
pas exister. En général, I’existence de la limite lim f (x) ne garantit pas la convergence de
r—1-

la série ), a,. Il y a toutefois des cas ol I’existence de la limite lim f (x) implique la
r—1—

convergence de Y a,, (théorémes Taubériens). Le théoréme suivant en est un exemple.

2.10 THEOREME (Tauber). Si {a, }°°, est une suite de nombres réels telle que f (z) =
> g anx™ converge pour |z| < 1,00z € R, si limna, = Oetsi lim f (z) existe, alors
n—oo rz—1—

la série )7 a, converge et lim f (z) =D 7 .
r—1—

2.11 THEOREME : Unicité des coefficients d’une série entiére. Si > 00 a, (2 — 20)" et
> e o bn (2 — 20)" sont deux séries entieres convergentes pour |z — zp| < R, ot R > 0, et
si les limites de ces séries coincident sur une suite de points {z; },- , tels que 0 < |z| < R,
Vk, et lim z, = z, alors

k—oo

a,="b,, Vn.
2.12 COROLLAIRE. Si } > ja, (2 — z0)" et Y~ b, (= — 20)" sont deux séries entiéres

convergentes pour |z — zp| < R, ot R > 0, et si les limites de ces séries coincident pour
tout z dans le cercle |z — 29| < R, alors

a,="0b,, Vn.



2.13 THEOREME : Différentiabilité d’une série entiere. Soit f (2) = > o0 a, (2 — 2)"
pour [z — 2| < R,o0 R > Oet) ° a,(z—2)" est une série entiére dont le rayon
de convergence est R. Alors la fonction f (z) est analytique (et donc différentiable) sur le
disque |z — zp| < R, et

f(z) = Zn an (2 — 20)" "

ot la série entiere Y~ n a, (z — zo)”*1 a pour rayon de convergence 2. Si, de plus,
0 < R < oo et f(z) est une fonction telle que f(z) = > " a, (2 — 2)" partout ol la
série Y, a, (z — z)" converge, alors il y a au moins un point sur le cercle |z — zg| = R
ou la fonction f (z) n’est pas analytique.

REMARQUE : En d’autres termes, on peut obtenir la dérivée de la fonction f (z) =
o0 n . 2 . PR N pon Z.0 . 2z A
Yoo an (2 —2)" en différentiant la série terme a terme, et la série dérivée a le méme

rayon de convergence que la série originale.

2.14 COROLLAIRE. Soit f(z) = Y 2 a,(z—2)" pour |z—2z| < R, ol
> oo o an (2 — 29)" est une série entiere dont le rayon de convergence est R. Alors la fonc-
tion f (z) posséde des dérivées de tous ordres et ces dérivées peuvent étre obtenues en diffé-
rentiant la série terme a terme. Les séries dérivées ont toutes le méme rayon de convergence

Ret

f(n) (ZO>
n!
ott £ () est la dérivée d’ordre n de f ().

ap = ,n=0,1,2, ..

2.15 THEOREME : Intégrabilité d’une série entiere. Soit S °°  a, (z — 2)" une sé-
rie entiére dont le rayon de convergence est R, soit f(z) = Y a,(z — 2)" pour
|z — 29| < R, soit C' un contour (courbe continue) situé a I’intérieur du cercle de conver-
gence |z — zy| < R, et soit g (2) une fonction continue sur C'. Alors

o0

[r@r9G1a=Y a [ge) - a)ds.
C

n=0 C

2.16 DEFINITION : Série entiére bilatérale. Soient {a,, }°° 29 € Cetz € C. On ap-

n=-—oo’

pelle série entiére bilatérale une série bilatérale de laforme Y > a, (z — 2)". Cette sé-
. o) 00 n —1 n

rie converge lorsque les deux séries Y >~ a,(z —29)" ety — _ a,(z —2)" convergent.

Autrement, on dit qu’elle diverge.

2.17 PROPOSITION : Anneau de convergence d’une série bilatérale. Soit
o0 n o0 n s . RN

Yoo n (2 —20)" et > " 1 a_, (2 — 2)" des séries entieres dont les rayons de conver-

gence sont 17y et Ry respectivement, ou 1 > O et Ry > 0.



(1) Sil/Ry < Ry, laséried > _ a,(z— z)" converge pour 1/Ry < |z — 29| < Ry
et diverge lorsque |z — 29| > Ry ou |z — 29| < 1/Rs .
(2) SiRy <1/Ry laséried  ~ _ a,(z— z)" diverge partout.

(3) SiRy =1/Ry, lasérie) > _ a,(z— z)" diverge partout sauf possiblement sur
le cercle |z — 29| = R; .

3. Séries de Taylor et de Laurent

3.1 THEOREME : Série de Taylor dans C. Soit f une fonction analytique en tout point du
disque ouvert

D={yeC:|z—2z|<R},ouzgeCet0 <R <00.

Alors il existe une suite unique {a, }. -, dans C telle que

an:Zan(z—zo)n,‘v’zeD.

n=0

De plus,

271 Z—2p

an:f(")(zo)/n!:i/%,n:(), 1,2, ...

ouC ={z € C:|z— 2| = p} et pestunrayon quelconque tel que 0 < p < R.

REMARQUE : En d’autres termes, une fonction analytique a I’intérieur d’un cercle centré
a zo peut s’écrire a 'intérieur de ce cercle comme une série entiére en (z — zg). De plus,

cette série est unique. L'intégrale [ est évaluée dans le sens contraire des aiguilles d’une

C
montre.

3.2 COROLLAIRE : Inégalités de Cauchy. Sous les conditions du théoréme 3.1, supposons
en outre que |f (2)| < M pour z € C (p),ou C(p) ={z€C:|z—2|=plet0 <p<
R. Alors

anl = " (20)] /0! < M/p",n=0,1,2, ....

REMARQUE : Les inégalités de Cauchy montrent que, si p < 1, les coefficients d’une série
de Taylor doivent décliner a un rythme exponentiel qui dépend du rayon de convergence.

3.3 COROLLAIRE : Equivalence entre le caractére analytique d’une fonction et I’exis-
tence d’une série de Taylor. Soit D = {z € C: |z — 2| < R} ouzg € Cet0 < R < 0.



Alors une fonction f est analytique sur le domaine D ssi il existe une suite {a,},_, unique
dans C telle que

f(z):Zan(z—zo)",VZED.

n=0

3.4 THEOREME : Zéros d’une fonction analytique. Soit f une fonction analytique au
point z, telle que f (20) = 0.Si f™ (20) =0, n=1, 2, ..., m — 1, mais f™ (2) # 0,
oum > 1, alors il existe un rayon R > 0 tel que la fonction f peut s’écrire

f(z2)=(z=2)"9(2)

pour |z — 2| < R, ol la fonction g (z) est analytique en zo, et g (z) # 0 pour |z — zp| < R.
Si f™(2) = 0,n = 1,2, ..., alors il existe un rayon R > 0 tel que f (z) = 0 pour
|z — 20| < R.

REMARQUE : Le théoreme précédent implique que les zéros d’une fonction analytique
qui n’est pas identiquement nulle sont isolés : a moins que toutes les dérivées de f soient
nulles, on peut trouver un rayon R > 0 tel que 2, est le seul point ol la fonction s’annule
dans le disque |z — zp| < R. On appelle z, une racine de la fonction f et m sa multiplicité.

3.5 THEOREME : Factorisation d’une fonction analytique. Soit f une fonction analytique
sur un domaine ouvert et convexe U C C. Si la fonction f posseéde seulement un nombre
fini p de racines distinctes z1, ... , z,, alors la fonction f peut s’écrire

fE)=(EF-—2)""(z—2)"g(2),z€U

ou my, ... , m, sont les multiplicités des racines z1, ... , z, et g (z) est une fonction analy-
tique sur U telle que g (z) # 0 pour tout z € U.

REMARQUE : En d’autres termes, une fonction analytique dont le nombre de racines
est fini peut s’écrire comme le produit d’une polyndme qui possede les mémes racines
et d’une fonction analytique qui est toujours différente de zéro. Tout disque ouvert C' =
{zeC:0<(z— %)< R} ou R > 0 est une ensemble convexe. Le dernier théoréme
demeure valide lorsque U est un ensemble ouvert et connexe.

3.6 THEOREME : Régle de simplification. Soit U C C un ensemble ouvert et convexe. Si
f et g sont deux fonctions analytiques sur U telles que

f(2)g(2) =0, VzeU,

alors f(2) =0,Vz€U,oug(z)=0,Vz e U.



REMARQUE : Si f, g et h sont trois fonctions analytiques sur U telles que f (2) h(z) =
g(2)h(z),Vz € U, etsih(z)# 0 pour au moins une valeur de z € U, alors

[f (2) =g (2)]h(2) =0
et on peut conclure que f (z) = g (2),Vz € U.

3.7 THEOREME : Soit f une fonction analytique et non constante sur un ensemble ouvert
et convexe U. Alors, pour w € C et 2y € U, il existe un rayon R > 0 tel que f (z) # w
pour 0 < (z — z9) < R.

REMARQUE : En d’autres termes, si la fonction n’est pas constante, on peut trouver un
rayon R > 0 tel que f (2) prend la valeur w au plus une fois dans le disque 0 < |z — z| <
R.

3.8 THEOREME : Série de Laurent. Soient Cyy et C; deux cercles centrés a zq tels que Cy
est contenu dans C1, i.e.

Co=1{2€C:lz—2z|=Ro},Ci={2€C:|z—2| =R} ou0<Ry< R <o0.

Soit f une fonction analytique sur Cj et C; de méme que sur le domaine entre ces deux
cercles. Alors il existe une suite bilatérale unique {a, }>-___ dans C telle que

n=—oo

o0

fF2) =) an(z—2)"

n=—oo

pour tout z tel que Ry < |z — 2| < Ry, ol

1
a, = —/(f(ﬂ forn=0,1, 2, ...

271 Z_Zo>n+1 ’
Cy
1 d
= —/M, forn=-1, -2, ....
271 (z—zo)n+
Co

De plus, pour tout cercle C' = {z € C: |z — zy| = R} ot Ry < R < Ry,

1 f(2)dz

n=— [ —"—7,n=0,x1, £2, ...
27T7’C (Z _ ZO)TH-I n

REMARQUE : Les intégrales lignes [, [ et [ sontévaluées dans le sens contraire
Go & C
des aiguilles d’'une montre.



3.9 COROLLAIRE : Série de Laurent dans le voisinage d’un point singulier isolé. Si f est
une fonction analytique en tout point du disque |z — zp| < R, ot R > 0, sauf possiblement
a 2o, alors il existe une suite bilatérale unique {a, } - dans C telle que

n=—oo

o0

)= anlz—=)

n=-—00
pour tout z tel que 0 < |z — 2| < R.

REMARQUE : En d’autres termes, si zp est un point singulier isolé de la fonction f, la
fonction f peut étre représentée par une série de Laurent dans le disque 0 < |z — 29| < R.
Si, de plus, a,, = 0 pour n < 0, la série de Laurent se réduit a une série de Taylor et on peut
redéfinir la fonction f & zy, d’une fagon telle que celle-ci devienne analytique en z, et donc
partout dans le disque 0 < |z — zy| < R. Dans un tel cas, on dit que le point singulier z
est éliminable. Lorsqu’une fonction f est analytique en tout point du disque |z — zg| < R,
il est clair qu’on doit avoir a,, = 0 pour n < 0.

3.10 COROLLAIRE : Inégalités de Cauchy généralisées. Sous les conditions du théo-
réme 3.8, supposons en outre que |f(z)] < M pour z € C(R), oo C(R) =
{z€C:|z—2]|=R}et Ry < R < R;. Alors

la,| < M/R", n=0, £1, £2, ... .

3.11 DEFINITION : Parties principale et réguliére d’une série de Laurent. Dans une série
de Laurent S°°° _a, (2 — )", on appelle la série > " __a, (z — z,)" formée par les
termes correspondant aux puissances négatives de (z — zy) la partie principale de la série,
tandis que la série )~ a, (z — 29)" est appelée la partie réguliere de la série.

4. Sommes, produits et ratios de séries entieres

4.1 THEOREME : Convergence ponctuelle. Soient > °° a,(z —z)" et
Yoo obn (2 —20)" deux séries entiéres convergentes dont les limites sont f(z) et
g (2) respectivement en un point donné z. Alors

(1) cf(2) =2 locan(z — 2)", Ve e C;
(2) f(2)+9(2) =207 (an +ba) (2 = 20)";
(3) si f(z) ou g (z) converge absolument,
Z Cn (2 — 20)" 4.1)



ol ¢, = > p_oaxby_y ; de plus, si les deux séries f (z) et g (z) convergent absolument,
la série ) > ¢, (2 — 2p)" converge absolument ;

(4) siby #0,silasérie h(z) = >~ dn (2 — 2)", ol les coefficients d,, sont obtenus en
résolvant les équations ), _, axb,_p = an,n =0, 1, ... converge, si g (z) ou h(z)
converge absolument et si g (z) # 0,

Z

(2) Z dn(z —20)" . 4.2)
n=0

4.2 THEOREME : Convergence dans un cercle. Soient > °° a, (z — 2)" = f(z) et
oo n L. .
Y oreobn (2 —20)" = g (2) deux séries entiéres dont les rayons de convergence sont 1, et
R, respectivement, ou Ry > 0 et Ry > 0. Alors
(1) pourtoutc € C, lasérie ) ca, (z — z)" converge absolument pour |z — zo| < Ry
et

WE

can,(z—2)" =cf(z) pour |z — 29| < Ry; 4.3)

3
Il
o

(2) lasérie )~ (an, +b,) (2 — 2)" converge absolument pour |z — 2| < min { Ry, Ry}

et
S (@t b2) (=~ 20)" = £ (2) +9(2) pour |z — 2| < min (R, Ba} ; (44)
n=0
3) la série > 7 ¢, (z—2)", ou ¢, = ©_apb,_; converge absolument pour
n=0 k=0

|z — 20| <min{Ry, Ry}, et

ch (z—20)"=f(2)g(2), pour |z — 20| < min{Ry, Ry}; 4.5)

n=0

(4) sig(z) # 0 pour |z — 2| < R, o0 0 < R < min{Ry, Ry}, et si on définit {d,} ~,
comme la suite de coefficients obtenus en résolvant les équations ZZZO dpb,_r = ay,

n=0,1,...,lasérie) > d,(z— 2z)" converge absolument pour |z — z| < R, et
D odn(z—20)"=f(2)/9(2) (4.6)
n=0

pour |z — zp| < R;lorsque g (z) = by # 0, les coefficients d,, sont déterminés de
facon unique et il existe toujours un rayon R > 0 tel que g (z) # 0 pour |z — z| < R.
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4.3 THEOREME : Série de MacLaurin d’une fonction rationnelle. Si f (z) = P (2) /Q (2)
ou P(z) =" _janz"et@Q(z) =>."_,a,z" sontdes polyndmes de degrés p et ¢ respec-
tivement, et si () (0) # 0, alors

f(z)= Zdnz”, pour |z| < R,

n=0
ot R = min{|zf|, ..., |zi|} > 0,2z}, ..., 2z} sont les racines (possiblement non dis-
tinctes) du polynome @ (z) et les coefficients d,, sont obtenus en résolvant les équations
ZZZO dib,_r = a,,n=20,1, ..., avec a, = 0 pour n > petb, =0 pourn > q. De plus,

la série >~ d,z" converge absolument pour |z| < R.

5. Singularités

5.1 DEFINITION : Pole et point singulier essentiel. Soit f une fonction analytique sur le

disque 0 < |z — z9| < R. On dit que f a un pdle au point 2, si lim |f (z)| = oco. Sile
Z—20

point 2 est un point singulier qui n’est ni éliminable ni un pdle, on dit que ¢’est un point

singulier essentiel.

5.2 THEOREME : Caractérisation des points singuliers isolés. Soit f une fonction analy-
tique possédant un point singulier isolé en z,. Alors

(1) 2o est un point singulier éliminable

& zhjrzl (z—2) f(2)=0

< limf(z) =c,ouceC.

z—20
(2) 2 estun pole
< lafonction g (z) = 1/f (z) posséde un point singulier éliminable en z

< il existe un entier positif m (m > 0) et une fonction A (z) analytique sur un
disque |z — 29| < R, 00 R > 0, telsque h (29) #Oet f (2) =h(2) /(2 — 20)™

& il existe un entier positif m tel que lim (2 — 29) f (2) =¢c,ouce C
z—20

< il existe un entier positif m tel que la fonction g (2) = (z — 29)"™ f (2) posséde un
point singulier éliminable en 2.

5.3 DEFINITION : Ordre d’un péle. Si z, est un pole de la fonction f tel que

lim (z — 29)" f(2) = ¢ #0,c € C,

Z—20

on dit que zy est un pdle d’ordre m.

12



5.4 THEOREME : Points singuliers isolés et séries de Laurent. Soit f une fonction ana-
lytique possédant un point singulier isolé en z, et dont la série de Laurent est f (z) =
Yo an(z—2)" pour 0 < |z — 2| < R. Alors
(1) z estun point singulier éliminable < a, =0, Vn < 0;
(2) zpestunpdled’ordremm <  a_, #0eta, =0pourn < —m;
(3) 2o estun point singulier essentiel

< a, # 0 pour un nombre infini de valeurs négatives de n.

5.5 THEOREME : Comportement d’une fonction analytique prés d’un point singulier
essentiel (Picard). Soit f une fonction analytique sur le disque 0 < |z — 2| < R. Si 2 est
un point singulier essentiel, alors pour tout nombre complexe ¢ € C, sauf possiblement un
seul, il existe une suite {z,} -, convergeant vers zy telle que f (z,) = ¢, Vn.

REMARQUE : Le théoreme de Picard signifie que dans tout voisinage de z; et pour tout
nombre complexe c (sauf possiblement un seul), la fonction f prend la valeur c une infinité
de fois.

6. Fractions partielles

6.1 THEOREME : Expansion en fractions partielles d’une fonction rationnelle. Soit la
fonction rationnelle f (z) = P (z) /Q (z) ou P (z) = Y_"_, a,2" est un polyndme de de-
grépla, #c)etQ(z) = (z2—21)"" (2 — 29)"™ ... (z — 2,)"" est un polyndme de degré
Qs = Z?Zl m; possédant ¢ racines distinctes 21, ... , z, de multiplicités my, ... , m, res-
pectivement (¢ > 1, m; > 1 pourj =1, ..., g). Alors la fonction f () peut s’écrire de
facon unique sous la forme

q

J()=G )+ G/ (z—2)]

J=1

pourtout z € Ctelque z # z;, 7 =1, ..., ¢, 0l
. k
Gil1/ (2= z)) = Y Au/ (= 2)",

k=1

A, € C, et G (z) est un polyndme. De plus, si p < ¢., G (z) = 0, tandis que, si p > ¢.
et les polynémes P (z) et () (z) n’ont aucune racine commune, le degré de G (z) est égal a
P — G«

13



6.2 THEOREME : Factorisation d’une fonction analytique possédant un nombre fini de
poles. Soit f une fonction analytique partout dans un domaine ouvert U C C sauf en un

nombre fini de points singuliers z1, ... , 2, qui sont des poles d’ordre m;, ..., m, respec-
tivement (¢ > 1, m; > 1 pour j =1, ..., g). Alors il existe une fonction g (=) analytique
partout dans U telle que g (2;) #0, j=1,..., p, et

F(2)=9(2) /[(z=2)"" (2 = 22)"™ -+ (2 = 2)™]
pourz € Uetz # z;, j =1, ..., q.Si, de plus, la fonction f posséde un nombre fini de

zéros, la fonction f peut s’écrire

P(z)
f(z h(z
2= 5 )
pourz € Uetz # z;, j=1,...,q,0ou P(z)et((z) sontdes polyndmes sans racine

commune, @ (2) = (z — 21)™ (2 — 22)"™ -+ (2 — 24) " et h (z) # 0 pour z € U.

6.3 THEOREME : Expansion en fractions partielles d’une fonction analytique possédant
un nombre fini de pdles. Soit f une fonction analytique partout dans un domaine ouvert
U C C sauf en un nombre fini de points singuliers 21, ... , 2, qui sont des poles d’ordre
my, ..., mg (¢ > 1, m;y > 1pourj =1,...,q). Alors la fonction f peut s’écrire de
facon unique sous la forme

q

J()=g()+) G/ (z—2)]

Jj=1

pourtout z € Utelque z # z;, j=1,..., ¢, 0ol
. k
Gil1/ (== z)]) = Y Au/ (= )",
k=1

A, € C, et G (2) est une fonction analytique partout sur U.
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7. Preuves et références

1.

1.2

1.4

1.5

1.6
1.7-1.8
1.9

1.10
1.11
1.12
1.13-1.14
1.15
1.16

2.

2.2

24
2.5-2.6
2.7

2.8
29-2.10
2.11

2.13

2.14
2.15
3.1

3.2
33
34
3.5
3.6-3.7

Churchill et Brown (1984, chapitres 2 et 3) et Ahlfors (1979, chapitre 2).
Ahlfors (1979, section 1.1, p. 22).

Ahlfors (1979, section 1.1, p. 23).

Ahlfors (1979, section 1.1, p. 23).

Ahlfors (1979, section 1.2, p. 24).

Churchill et Brown (1984, section 15, p. 41-43).

Churchill et Brown (1984, section 15, p. 41 et section 21, p. 57-58).
Ahlfors (1979, section 1.1, p. 23).

Churchill et Brown (1984, section 19, p. 50).

Churchill et Brown (1984, section 54, p. 156).

Churchill et Brown (1984, section 19, p. 51).

Churchill et Brown (1984, section 39, p. 111-114).

Churchill et Brown (1984, section 9, p. 27, et chapitre 3).

Rudin (1976, chapitre 3), Ahlfors (1979, chapitre 2) et Churchill et Brown
(1984, chapitre 5).

Rudin (1976, section 3.39, p. 69) et Ahlfors (1979, section 2.4, p. 38).
Wilf (1990, section 2.4, theorem 2.4.2, p. 44).

Deshpande (1986, section 6.1, p. 62-64).

Rudin (1976, section 3.44, p. 71).

Ahlfors (1979, section 2.5, p. 41-42).

Devinatz (1968, section 4.5, p. 170-171).

Gillert et al. (1986, section 21.2, p. 527).

Ahlfors (1979, section 2.4, p. 38), Churchill et Brown (1984, section 49,
p. 144) et Wilf (1990, section 2.4, theorem 2.4.2, p. 44-45).

Churchill et Brown (1984, section 50, p. 146-147).

Churchill et Brown (1984, section 49, p. 142).

Churchill et Brown (1984, section 44, p. 126-128, et section 39,

p. 111-114).

Silverman (1974, section 10.1, p. 139).

Conséquence directe des théoremes 2.8 et 3.1.

Churchill et Brown (1984, section 53, p. 152-153).

Deshpande (1986, section 10.2, p. 139).

Deshpande (1986, section 10.1, propositions 10.3 et 10.4, p. 135).
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3.8 Churchill et Brown (1984, sections 46 et 50, p. 132-136 et 146-148).

3.9 Churchill et Brown (1984, section 56, p. 160-163).
3.10 Silverman (1974, section 11.1, p. 158).
4. Churchill et Brown (1984, section 51, p. 148-153) et Deshpande
(1986, section 6.1).
4.1 L’énoncé (3) est une conséquence du théoreme de Cauchy-Mertens ; voir

aussi Devinatz (1968, section 4.5, p. 168-169). L’énoncé (4) est une
conséquence de (3).

5. Deshpande (1986, chapitre 12).

5.1 Deshpande (1986, section 12.1, p. 152).

5.2-5.3 Deshpande (1986, section 12.2, propositions 12.2, 12.3, p. 154-155).

54 Deshpande (1986, section 12.3, proposition 12.9, p. 163).

5.5 Silverman (1972, section 57, p. 241) et Churchill et Brown (1984,
section 56, p. 161).

6.1 Ahlfors (1979, section 1.4, p. 31-32) et Lentin et Rivaud (1964,
chapitre II, section 19, p. 234-238).

6.2 Deshpande (1986, section 13.1, proposition 13.1, p. 169-170).

6.3 Deshpande (1986, section 13.1, p. 171).
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